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Предисловие 

 

Многие профессиональные программисты, с которыми я встречался, не очень хорошо 
подготовлены к решению проблем разработки алгоритмов. Это прискорбно, так как 
методика разработки алгоритмов является одной из важнейших технологий вычисли-
тельной техники. Создание правильных, эффективных и реализуемых алгоритмов для 
решения реальных задач требует от разработчика знаний в двух областях: 

� Методика. Хорошие разработчики алгоритмов знают несколько фундаментальных 
приемов, в число которых входят работа со структурами данных, динамическое 
программирование, поиск в глубину, перебор с возвратами и эвристика. Пожалуй, 
самым важным техническим приемом является моделирование — искусство абстра-
гирования от запутанного реального приложения к четко сформулированной задаче, 
поддающейся алгоритмическому решению. 

� Ресурсы. Хорошие разработчики алгоритмов пользуются коллективным опытом 
предыдущих поколений разработчиков. Вместо того, чтобы создавать "с нуля" алго-
ритм для стоящей перед ними задачи, они сначала узнают, что уже известно о ней и 
ищут существующие реализации решения, чтобы использовать их в качестве  
отправной точки. Они знают много классических алгоритмических задач, кото- 
рые служат исходным материалом для моделирования практически любого прило-
жения. 

Эта книга была задумана как руководство по разработке алгоритмов, в котором я пла-
нировал изложить технологию разработки комбинаторных алгоритмов. Она рассчитана 
как на студентов, так и на профессионалов. Книга состоит из двух частей. Часть I явля-
ет собой общее руководство по техническим приемам разработки и анализа компью-
терных алгоритмов. Часть II предназначена для использования в качестве справочного 
и познавательного материала и состоит из каталога алгоритмических ресурсов, реали-
заций и обширного списка литературы. 

Читателю 

Меня очень обрадовал теплый прием, с которым было встречено первое издание книги 
"Руководство по разработке алгоритмов", опубликованное в 1997 г. Она была признана 
уникальным руководством по применению алгоритмических приемов для решения за-
дач, которые часто возникают в реальной жизни. Но с тех пор многое изменилось в 
этом мире. Если считать, что начало современной разработке и анализу алгоритмов 
было положено приблизительно в 1970 г., то получается, что около 30% современной 
истории алгоритмов приходится на время, прошедшее после первой публикации руко-
водства. 
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Читатели одобрили три аспекта руководства: каталог алгоритмических задач, истории 
из жизни и электронную версию книги. Эти элементы были сохранены в настоящем 
издании. 

� Каталог алгоритмических задач. Не так-то просто узнать, что уже известно о стоя-
щей перед вами задаче. Именно поэтому в книге имеется каталог 75 наиболее важ-
ных задач, часто возникающих в реальной жизни. Просматривая его, студент или 
специалист-практик может быстро выяснить название своей задачи и понять, что о 
ней известно и как приступить к ее решению. Чтобы облегчить идентификацию, 
каждая задача в каталоге сопровождается рисунками состояния "до и после", иллю-
стрирующими требуемые характеристики входа и выхода. За этот каталог задач 
один остроумный рецензент предложил назвать мою книгу "Автостопом по алго-
ритмам". 

Каталог задач является самой важной частью этой книги. Обновляя каталог для это-
го издания, я собрал отзывы и рекомендации ведущих мировых экспертов по каж-
дой содержащейся в нем задаче. Особое внимание было уделено обновлению про-
граммных реализаций решений задач. 

� Истории из жизни. На практике алгоритмические задачи редко возникают в начале 
работы над большим проектом. Наоборот, они обычно появляются в виде подзадач, 
когда становится ясно, что программист не знает, что делать дальше, или что при-
нятое решение ошибочно. 

Чтобы продемонстрировать, как алгоритмические задачи возникают в реальной 
жизни, в материал книги были включены правдивые истории, описывающие наш 
опыт по решению практических задач. При этом преследовалась цель показать, что 
разработка и анализ алгоритмов представляют собой не отвлеченную теорию, а 
важный инструмент, требующий умелого обращения. 

В этом издании сохранены все первоначальные истории из жизни (обновленные по 
мере необходимости), а также были добавлены новые истории, имеющие отноше-
ние к внешней сортировке, работе с графами, методу имитации отжига и другим ал-
горитмическим областям. 

� Электронная версия. Поскольку человек практичный обычно ищет готовую про-
грамму, а не алгоритм, в книге даются ссылки на все имеющиеся рабочие реализа-
ции алгоритмов. Для удобства эти реализации собраны на одном веб-сайте 
http://www.cs.sunysb.edu/~algorith. После публикации книги этот веб-сайт долгое 
время был одним из первых в результатах поиска в Google по слову "algorithm". 

Кроме этого, в книге даны рекомендации, как найти подходящий код для решения 
той или иной задачи. Наличие данных реализаций сводит проблему разработки ал-
горитма к правильному моделированию приложения и избавляет разработчика от 
необходимости разбираться в подробностях самого алгоритма. Этот подход приме-
няется на всем протяжении книги. 

Важно обозначить то, чего нет в этой книге. Мы не уделяем большого внимания мате-
матическому обоснованию алгоритмов и в большинстве случаев ограничиваемся не-
формальными рассуждениями. В этой книге вы не найдете ни одной теоремы. Более 
подробную информацию вы можете получить, изучив приведенные программы или 
справочный материал. Цель данного руководства в том, чтобы как можно быстрее ука-
зать читателю верное направление движения. 
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Преподавателю 

Эта книга содержит достаточно материала для курса "Введение в алгоритмы". Предпо-
лагается, что читатель обладает знаниями, полученными при изучении таких курсов, 
как "Структуры данных" или "Теория вычислительных машин и систем". 

На сайте http://www.algorist.com можно загрузить полный набор лекционных слайдов 
для преподавания материала этой книги. Кроме того, я выложил аудио- и видеолекции 
с использованием этих слайдов для преподавания полного курса продолжительностью 
в один семестр. Таким образом, вы можете через Интернет воспользоваться моей по-
мощью в преподавании вашего курса. 

Главное внимание в книге уделяется разработке алгоритмов, а их анализ стоит на вто-
ром плане. Книгу можно использовать как для обычных лекционных курсов, так и для 
активного обучения, при котором преподаватель не читает лекцию, а руководит реше-
нием реальных задач в группе студентов. Истории из жизни предоставляют введение 
в активный метод обучения. 

Книга была полностью переработана с целью облегчить ее использование в качестве 
учебника. Для настоящего издания характерны: 

� подробное изложение материала. По сравнению с предыдущим изданием, объем 
первой части книги был увеличен вдвое. Однако дополнительный материал не уве-
личивает количество обсуждаемых тем, а служит для более полного и тщательного 
изложения основ; 

� обсуждение основ. Учебники по разработке алгоритмов обычно представляют об-
щеизвестные алгоритмы как нечто само собой разумеющееся и не обсуждают идеи, 
лежащие в их основе, или слабые места других подходов. Истории из жизни, при-
водимые в этой книге, иллюстрируют процесс выбора алгоритма на примерах  
решения некоторых прикладных задач, но я применил аналогичный подход и к из-
ложению материала, касающегося классических алгоритмов; 

� остановки для размышлений. В этих разделах я изложил ход собственных рассуж-
дений (включая тупиковые решения) в процессе выполнения конкретного домашне-
го задания. Разделы "Остановка для размышлений" разбросаны по всему тексту, 
чтобы повысить активность читателей по решению задач. Ответы к задачам даются 
тут же; 

� переработаннные и новые домашние задания. Настоящее издание книги содержит 
вдвое больше упражнений для домашней работы, чем предыдущее. Нечетко сфор-
мулированные задания были исправлены или заменены новыми. Каждой задаче 
присвоен уровень сложности от 1 до 10; 

� экзамены на основе материала книги. Студентам моих курсов по изучению алго-
ритмов я обещаю, что все вопросы текущих контрольных работ и экзаменов в конце 
семестра будут взяты из домашних заданий в этой книге. Таким образом, студенты 
точно знают, что нужно изучать, чтобы успешно сдать экзамен. Для действенности 
этого подхода я тщательно подобрал количество, тип и сложность домашних зада-
ний, следя за тем, чтобы количество задач было оптимальным; 

� разделы с подведением итогов. В этих разделах делается акцент на основных поня-
тиях, которые нужно усвоить в данной главе; 
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� ссылки на задачи по программированию. В конце упражнений для каждой главы 
даются ссылки на 3–5 задач по программированию, взятых с веб-сайта 
http://www.programming-challenges.com. Эти задания можно использовать, чтобы 
добавить практический компонент реализации алгоритмов к теоретическому курсу; 

� большой объем работающего программного кода вместо псевдокода. В этой книге 
увеличено количество алгоритмов, написанных на реальных языках программиро-
вания (в частности, на языке С), за счет уменьшения объема псевдокода. Я считаю, 
что корректность и надежность проверенной работающей реализации дают ей пре-
имущество над неформальным представлением простых алгоритмов. Полностью 
реализованные алгоритмы доступны на сайте http://www.algorist.com; 

� замечания к главам. Каждая глава завершается кратким разделом с замечаниями, 
содержащими ссылки на основные источники информации и дополнительный спра-
вочный материал. 
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ГЛАВА 1 

Введение  
в разработку алгоритмов 

Что такое алгоритм? Это процедура выполнения определенной задачи. Алгоритм явля-

ется основополагающей идеей любой компьютерной программы. 

Чтобы представлять интерес, алгоритм должен решать общую, корректно поставлен-

ную задачу. Определение задачи, решаемой с помощью алгоритма, дается описанием 

всего множества экземпляров, которые должен обработать алгоритм, и выхода, т. е. 

результата, получаемого после обработки одного из этих экземпляров. Описание одно-

го из экземпляров задачи может заметно отличаться от формулировки общей задачи. 

Например, постановка задача сортировки делается таким образом: 

ЗАДАЧА. Сортировка. 

Вход. Последовательность из n элементов: a1, ..., an. 

Выход. Перестановка элементов входной последовательности таким образом, что для 

ее членов справедливо соотношение a'1  ≤  a'2  ≤  ...  ≤  a'n–1  ≤  a'n. 

Экземпляром задачи сортировки может быть массив имен, например {Mike, Bob, Sally, 

Jill, Jan}, или набор чисел, например {154, 245, 568, 324, 654, 324}. Первым шагом к 

решению — определить общую задачу. 

Алгоритм — это процедура, которая принимает любой из возможных входных экземп-

ляров и преобразует его в соответствии с требованиями, указанными в условии задачи. 

Для решения задачи сортировки существует много разных алгоритмов. В качестве 

примера одного из таких алгоритмов можно привести метод сортировки вставками. 

Сортировка этим методом заключается во вставке в требуемом порядке элементов из 

неотсортированной части списка в отсортированную часть, первоначально содержа-

щую один элемент. Реализация этого алгоритма на языке С представлена в листин-

ге 1.1. 

Листинг 1.1. Реализация алгоритма сортировки вставками 

insertion_sort(item s[], int n) 

{ 

   int i,j;                    /* Счетчики */ 

      for (i=1; i<n; i++) { 

         j=i; 

         while ((j>0) && (s[j] < s[j-1])) { 

            swap(&s[j],&s[j-l]); 

            j = j-1; 

         } 

      } 

   } 
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А на рис. 1.1 показано применение этого алгоритма для сортировки определенного эк-

земпляра — строки INSERTIONSORT. 

 

Рис. 1.1. Пример использования алгоритма сортировки вставками (шкала времени направлена вниз) 

Обратите внимание на универсальность этого алгоритма. Его можно применять как для 

сортировки слов, так и для сортировки чисел, используя соответствующую операцию 

сравнения для определения, какое из двух значений поставить первым. Можно с лег- 

костью убедиться, что этот алгоритм правильно сортирует любой возможный набор 

входных величин в соответствии с нашим определением задачи сортировки. 

Хороший алгоритм должен обладать тремя свойствами: быть корректным, эффектив-

ным и легкореализуемым. Получение комбинации всех трех свойств сразу может ока-

заться недостижимой задачей. В производственной обстановке любая программа, ко-

торая предоставляет достаточно хорошие результаты и не замедляет работу системы,  

в большинстве случаев является приемлемой, независимо от того, возможны ли улуч-

шения этих показателей. В этой области вопрос получения самых лучших возможных 

результатов или достижения максимальной эффективности обычно возникает только в 

случае серьезных проблем с производительностью или с законом. 

В этой главе основное внимание уделяется вопросу корректности алгоритмов, а их эф-

фективность рассматривается в главе 2. Способность определенного алгоритма пра-

вильно решить поставленную задачу, т. е. его корректность, редко поддается очевид-

ной оценке. Алгоритмы обычно сопровождаются доказательством их правильности в 

виде объяснения, почему для каждого экземпляра задачи будет выдан требуемый ре-

зультат. Но прежде чем продолжить обсуждение темы, мы продемонстрируем, что ар-

гумент "это очевидно" никогда не является достаточным доказательством правильно-

сти алгоритма. 

1.1. Оптимизация маршрута робота 

Рассмотрим задачу, которая часто возникает на производстве и транспорте. Допустим, 

что нам нужно запрограммировать роботизированный манипулятор, который применя-

ется для припаивания контактов интегральной схемы к контактным площадкам на пе-

чатной плате. Чтобы запрограммировать манипулятор для выполнения этой задачи, 

сначала нужно установить порядок, в котором манипулятор припаивает первый кон-
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такт, потом второй, третий и т. д., пока не будут припаяны все. После обработки по-

следнего контакта манипулятор возвращается к исходной позиции первого контакта 

для обработки следующей платы. Таким образом, маршрут манипулятора является 

замкнутым маршрутом, или циклом. 

Так как роботы являются дорогостоящими устройствами, мы хотим минимизировать 

время, затрачиваемое манипулятором на обработку платы. Будет логичным предполо-

жить, что манипулятор перемещается с постоянной скоростью; соответственно, время 

перемещения от одной точки к другой прямо пропорционально расстоянию между точ-

ками. То есть, нам нужно найти алгоритмическое решение такой задачи: 

ЗАДАЧА. Оптимизация маршрута робота. 

Вход. Множество S из n точек, лежащих на плоскости. 

Выход. Самый короткий маршрут посещения всех точек множества S. 

Прежде чем приступать к программированию маршрута манипулятора, нам нужно раз-

работать алгоритм решения этой задачи. На ум может прийти несколько подходящих 

алгоритмов. Но самым подходящим будет эвристический алгоритм ближайшего сосе-

да (nearest-neighbor heuristic). Начиная с какой-либо точки p0, мы идем к ближайшей к 

ней точке (соседу) p1. От точки p1 мы идем к ее ближайшему еще не посещенному со-

седу, таким образом исключая точку p0 из числа кандидатов на посещение. Процесс 

повторяется до тех пор, пока не останется ни одной не посещенной точки, после чего 

мы возвращаемся в точку p0, завершая маршрут. Псевдокод эвристического алгоритма 

ближайшего соседа представлен в листинге 1.2. 

Листинг 1.2. Эвристический алгоритм ближайшего соседа 

NearestNeighbor(P) 

  Из множества P выбираем и посещаем произвольную начальную точку p0 

  p = p0 

  i = 0 

  Пока остаются непосещенные точки 

    i = i + 1 

    Выбираем и посещаем непосещенную точку pi, ближайшую к точке pi-1 

    Посещаем точку pi 

  Возвращаемся в точку p0 от точки pn-1 

Этот алгоритм можно рекомендовать к применению по многим причинам. Он прост  

в понимании и легко реализуется. Вполне логично сначала посетить близлежащие точ-

ки, чтобы сократить общее время прохождения маршрута. Алгоритм дает отличные 

результаты для входного экземпляра, показанного на рис. 1.2. 

Алгоритм ближайшего соседа достаточно эффективен, т. к. в нем каждая пара точек 

(pi, pj) рассматривается, самое большее, два раза: первый раз при добавлении в мар-

шрут точки pi , а второй — при добавлении точки pj. При всех этих достоинствах алго-

ритм имеет всего лишь один недостаток — он совершенно неправильный. 

Неправильный? Да как он может быть неправильным? Поясню: несмотря на то, что 

алгоритм всегда создает маршрут, этот маршрут не обязательно будет самым коротким 

возможным маршрутом, или хотя бы приближающимся к таковому. Рассмотрим мно-

жество точек, расположенных в линию, как показано на рис. 1.3. 
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Рис. 1.2. Случай удачного входного экземпляра для эвристического алгоритма ближайшего соседа 

 

 

 

 

 

а) 

 

 

 

 
 

б) 

Рис. 1.3. Пример неудачного входного экземпляра для эвристического алгоритма 

ближайшего соседа (а) и оптимальное решение (б) 

Цифры на рисунке обозначают расстояние от начальной точки до соответствующей 

точки справа или слева. Начав обход с точки 0 и посещая затем ближайшего непосе-

щенного соседа текущей точки, мы будем метаться вправо-влево через нулевую точку, 

т. к. алгоритм не содержит указания, что нужно делать в случае одинакового расстоя-

ния между точками. Гораздо лучшее (более того, оптимальное) решение данного эк-

земпляра задачи — начать обход с крайней левой точки и двигаться направо, посещая 

каждую точку, после чего возвратиться в исходное положение. 

Представьте себе реакцию вашего начальника при виде манипулятора, мечущегося 

вправо-влево при выполнении такой простой задачи. 

Можно сказать, что в данном случае проблема заключается в неудачном выборе от-

правной точки маршрута. Почему бы не начать маршрут с самой левой точки в качест-

ве точки p0? Это даст нам оптимальное решение данного экземпляра задачи. 

Верно на все 100%, но лишь до тех пор, пока мы не развернем множество точек на 

90 градусов, сделав все точки самыми левыми. А если к тому же немного сдвинуть 

первоначальную точку 0 влево, то она опять будет выбрана в качестве отправной. Те-

перь вместо дергания из стороны в сторону манипулятор будет скакать вверх-вниз, но 

время прохождения маршрута по-прежнему оставляет желать лучшего. Таким образом, 
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независимо от того, какую точку мы выберем в качестве исходной, алгоритм ближай-

шего соседа обречен на неудачу с некоторыми экземплярами задачи (т. е. с некоторы-

ми множествами точек), и нам нужно искать другой подход. Условие, заставляющее 

всегда искать ближайшую точку, является излишне ограничивающим, т. к. оно прину-

ждает нас выполнять нежелательные переходы. Задачу можно попробовать решить 

другим способом — соединяя пары самых близких точек, если такое соединение не 

вызывает никаких проблем, например, досрочного завершения цикла. Каждая вершина 

рассматривается как самостоятельная одновершинная цепочка. Соединив все вместе, 

мы получим одну цепочку, содержащую все точки. Соединив две конечные точки, мы 

получим цикл. На любом этапе выполнения этого эвристического алгоритма ближай-

ших пар у нас имеется множество отдельных вершин и не имеющих общих вершин 

цепочек, которые можно соединить. Псевдокод соответствующего алгоритма показан 

в листинге 1.3. 

Листинг 1.3. Эвристический алгоритм ближайших пар 

ClosestPair(P) 

  Пусть n — количество точек множества Р. 

  For i = 1 to n — 1 do 

    d = ∞ 

    For каждой пары точек(s, t), не имеющих общих вершин цепей 

      if dist(s, t) ≤ d then sm = s, tm = t и d = dist(s, t) 

    Соединяем (sm,tm) ребром 

  Соединяем две конечные точки ребром 

Для экземпляра задачи, представленного на рис. 1.3, этот алгоритм работает должным 

образом. Сначала точка 0 соединяется со своими ближайшими соседями, точками 1  

и –1. Потом соединение следующих ближайших пар точек выполняется поочередно вле-

во-вправо, расширяя центральную часть по одному сегменту за проход. Эвристический 

алгоритм ближайших пар чуть более сложный и менее эффективный, чем предыдущий, 

но, по крайней мере, для данного экземпляра задачи он дает правильный результат. 

Впрочем, это верно не для всех экземпляров. Посмотрите на результаты работы алго-

ритма на рис. 1.4, а. Данный входной экземпляр состоит из двух рядов равномерно 

расположенных точек. Расстояние между рядами (1 – e) несколько меньше, чем рас-

стояние между смежными точками в рядах (1 + e). Таким образом, пары наиболее 

близких точек располагаются не по периметру, а напротив друг друга. Сперва проти-

воположные точки соединяются попарно, а затем полученные пары соединяются по-

очередно по периметру. Общее расстояние маршрута алгоритма ближайших пар в этом 

случае будет равно 2 2
3(1 ) 2(1 ) (1 ) (2 2 )− + + + − + +e e e e . Этот маршрут на 20% длин-

нее, чем маршрут на рис. 1.4, б, когда e ≈ 0. Более того, есть входные экземпляры, 

дающие значительно худшие результаты, чем этот. 

Таким образом, этот алгоритм тоже не годится. Какой из этих двух алгоритмов более 

эффективный? На этот вопрос нельзя ответить, просто посмотрев на них. Но очевидно, 

что оба алгоритма могут выдать очень плохие маршруты на некоторых с виду простых 

входных экземплярах. 

Но каков же правильный алгоритм решения этой задачи? Можно попробовать пере-

числить все возможные перестановки множества точек, а потом выбрать перестановку, 
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сводящую к минимуму длину маршрута. Псевдокод этого алгоритма показан в листин-

ге 1.4. 

 

 

а) б) 

Рис. 1.4. Неудачный входной экземпляр для алгоритма ближайших пар (а) и оптимальное решение (б) 

Листинг 1.4. Оптимальный алгоритм поиска маршрута 

OptimalTSP(P) 

  d = ∞ 

  For каждой перестановки Pi из общего числа перестановок n! множества 

                                                              точек P 

    If (cost(Pi) ≤ d) then d = cost(Pi) и Pmin = Pi 

  Return Pmin 

Так как рассматриваются все возможные упорядочения, то получение самого коротко-

го маршрута гарантировано. Поскольку мы выбираем самую лучшую комбинацию, 

алгоритм правильный. В то же самое время он чрезвычайно медленный. Например, 

самый быстрый компьютер в мире не сможет в течение дня перечислить все  

20! = 2 432 902 008 176 640 000 возможных перестановок 20 точек. А о реальных си-

туациях, когда количество точек печатной платы достигает тысячи, можно и не гово-

рить. Все компьютеры в мире, работая круглосуточно, не смогут даже приблизиться к 

решению этой задачи до конца существования Вселенной, а тогда решение этой зада-

чи, скорее всего, уже не будет актуальным. 

Поиском эффективного алгоритма решения этой задачи, называющейся задачей ком-

мивояжера (traveling salesman problem, TSP), мы будем заниматься на протяжении 

большей части этой книги. Если же вам не терпится узнать решение уже сейчас, то вы 

можете посмотреть его в разделе 16.4. 

ПОДВЕДЕНИЕ ИТОГОВ 

Алгоритмы, которые всегда выдают правильное решение, коренным образом отличаются 

от эвристических алгоритмов, которые обычно выдают достаточно хорошие, но не га-

рантированные результаты. 

1.2. Задача календарного планирования 

Теперь рассмотрим задачу календарного планирования. Представьте, что вы кинозвез-

да и вам наперебой предлагают роли в разных кинофильмах, общее количество кото-
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рых равно n. Каждое предложение имеет условие, что вы должны посвятить себя ему с 

первого до последнего дня съемок. Поэтому вы не можете сниматься одновременно в 

фильмах с полностью или частично накладывающимися периодами съемок. 

Ваш критерий для принятия того или иного предложения довольно прост: вы хотите 

заработать как можно больше денег. Поскольку вам платят одинаково за каждый 

фильм, то вы стремитесь получить роли в как можно большем количестве фильмов, 

периоды съемок которых не конфликтуют. 

На рис. 1.5 перечислены фильмы, в которых вам предлагают роли. 

 

Рис. 1.5. Экземпляр задачи планирования непересекающихся календарных периодов 

В данном случае очевидно, что вы можете сниматься, самое большее, в четырех филь-

мах — "Discrete Mathematics", "Programming Challenges", "Calculated Bets", а потом 

в "Halting State" или в "Steiner's Tree". 

А в менее очевидных случаях вам (или вашему менеджеру) нужно будет решить сле-

дующую алгоритмическую задачу календарного планирования: 

ЗАДАЧА. Планирование съемок в фильмах. 

Вход. Множество I интервалов времени n в линейном порядке. 

Выход. Самое большое подмножество непересекающихся интервалов времени, кото-

рое возможно во множестве I. 

На ум может прийти несколько способов решения этой задачи. Один из них основан на 

представлении, что надо работать всегда, когда это возможно. Это означает, что вам 

нужно брать роль в фильме, съемки которого начинаются раньше всех других. Псевдо-

код этого алгоритма представлен в листинге 1.5. 

Листинг 1.5. Алгоритм первой возможной работы 

EarliestJobFirst(I) 

   Из множества фильмов I берем роль в фильме j с самым ранним началом 

   съемок, период которых не пересекается с периодом ваших предыдущих 

   обязательств. Поступаем таким образом до тех пор, пока больше 

   не останется таких фильмов. 

Этот подход выглядит логично, по крайней мере, до тех пор, пока вы не осознаете, что 

хватаясь за самую раннюю работу, можете пропустить несколько других, если первый 

фильм является сериалом. Пример такой ситуации показан на рис. 1.6, а, где самым 

ранним фильмом является киноэпопея "War and Peace", которая закрывает перед вами 

все другие перспективы. 

Этот пример заставляет искать другое решение. Проблема с фильмом "War and Peace" 

заключается в том, что его съемки длятся слишком долго. В таком случае, может быть, 
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вам следует брать роли только в фильмах с самыми короткими периодами съемок? 

Разве не очевидно, что чем быстрее вы закончите сниматься в одном фильме, тем 

раньше можно начать сниматься в другом, максимизируя таким образом количество 

фильмов в любой выбранный период времени? Псевдокод этого алгоритма представ-

лен в листинге 1.6. 

 

а) б) 

Рис. 1.6. Неудачные экземпляры задач для применения эвристики: самых ранних периодов (а),  

самых коротких периодов (б) 

Листинг 1.6. Алгоритм самого короткого периода 

ShortestJobFirst(I) 

  While (I ≠ 0/) do 

    Из всего множества фильмов I берем фильм j с 

    самым коротким периодом съемок 

    Удаляем фильм j и любой другой фильм, период съемок которого 

    пересекается с фильмом j, из множества доступных фильмов I 

Но и этот подход окажется действенным только до тех пор, пока вы не увидите, что 

можете упустить возможность заработать больше (рис. 1.6, б). Хотя в данном случае 

потери меньше, чем в предыдущем случае, тем не менее вы получите только половину 

возможных заработков. 

На данном этапе может показаться заслуживающим внимания алгоритм, который пе-

ребирает все возможные комбинации. Если отвлечься от проверки подмножеств ин-

тервалов (т. е. периодов съемок) на пересечение, этот алгоритм можно выразить псев-

докодом, представленным в листинге 1.7. 

Листинг 1.7. Алгоритм полного перебора 

ExhaustiveScheduling(I) 

  j = 0 

  Smax = 0/ 

  For каждого из 2n подмножеств Si множества интервалов I 

    If (Si непересекающееся) и (size(Si) > j) 

       then j = size(Si) и Smax = Si 

  Return Smax 

Но насколько эффективным будет такой алгоритм? Здесь ключевым ограничением яв-

ляется необходимость выполнить перечисление 2
n
 подмножеств n элементов. А поло-

жительным обстоятельством является то, что это намного лучше, чем перечисление 

всех n! порядков n элементов, как предлагается в задаче оптимизации маршрута робо-

тизированного манипулятора. В данном случае при n = 20 имеется около миллиона 

подмножеств, которые можно за несколько секунд перебрать на современном компью-
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тере. Но когда выбор фильмов возрастет до n  =  100, то 2
100

 будет намного больше, 

чем значение 20!, которое положило нашего робота на лопатки в предыдущей задаче. 

Разница между задачей составления маршрута и задачей календарного планирования 

заключается в том, что для последней имеется алгоритм, который решает задачу и пра-

вильно, и эффективно. Для этого вам нужно брать роли только в фильмах с самым 

ранним окончанием съемок, т. е. выбрать такой временной интервал x, у которого пра-

вая конечная точка находится левее правых конечных точек всех прочих временных 

интервалов. Таким фильмом в нашем примере (см. рис. 1.5) является "Discrete 

Mathematics". Вполне возможно, что съемки других фильмов начались раньше, чем 

съемки фильма х, но все они должны пересекаться друг с другом (по крайней мере, 

частично), поэтому мы можем выбрать, самое большее, один фильм изо всей группы. 

Съемки фильма х закончатся раньше всего, поэтому остальные фильмы с наклады-

вающимися съемочными периодами потенциально блокируют другие возможности, 

расположенные справа от них. Очевидно, что выбрав фильм х, вы никак не можете 

проиграть. Псевдокод эффективного алгоритма правильного решения задачи кален-

дарного планирования будет выглядеть так, как показано в листинге 1.8. 

Листинг 1.8. Оптимальный алгоритм календарного планирования 

OptimalScheduling(I) 

  While (I ≠ 0/) do 

    Из всего множества фильмов I выбираем фильм j с самым 

          ранним окончанием съемок 

    Удаляем фильм j и любой другой фильм, съемки которого 

          пересекаются с фильмом j, из множества доступных фильмов I 

Обеспечение оптимального решения для всего диапазона возможных входных экземп-

ляров является трудной, но, как правило, выполнимой задачей. Важной частью процес-

са разработки такого алгоритма является поиск входных экземпляров задачи, которые 

опровергают наше допущение о правильности алгоритма-претендента на решение. 

Эффективные алгоритмы часто скрываются где-то совсем рядом, и в этой книге мы 

хотим помочь вам развить навыки их обнаружения. 

ПОДВЕДЕНИЕ ИТОГОВ 

Кажущиеся вполне логичными алгоритмы очень легко могут оказаться неправильными. 

Правильность алгоритма требует тщательного доказательства. 

1.3. Обоснование правильности алгоритмов 

Будем надеяться, что предшествующие примеры продемонстрировали вам всю слож-

ность темы правильности алгоритмов. Правильные алгоритмы выделяются из общего 

числа с помощью специальных инструментов, главный из которых называется доказа-

тельством. 

Адекватное математическое доказательство состоит из нескольких частей. Прежде все-

го, требуется ясная и четкая формулировка того, что вы пытаетесь доказать. Потом не-

обходим набор предположений, которые всегда считаются верными и поэтому исполь-
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зуются как часть доказательства. Далее, цепь умозаключений приводит нас от началь-

ных предположений к конечному утверждению, которое мы пытаемся доказать. Нако-

нец, небольшой черный квадрат ■ в тексте указывает на конец доказательства. 

В этой книге формальным доказательствам не уделяется большого внимания, т. к. пра-

вильное формальное доказательство привести очень трудно, а неправильное может вас 

сильно дезориентировать. На самом деле, доказательство является демонстрацией. 

Доказательства полезны только тогда, когда они простые и незамысловатые — ясные и 

лаконичные аргументы, объясняющие, почему алгоритм удовлетворяет требованию 

нетривиальной правильности. 

Правильные алгоритмы требуют тщательного изложения и определенных усилий для 

доказательства как их правильности, так и того факта, что они не являются неправиль-

ными. В последующих разделах мы разработаем инструменты для достижения этих 

целей. 

1.3.1. Представление алгоритмов 

Цепь логических умозаключений об алгоритме невозможно построить без тщательного 

описания последовательности шагов, которые необходимо выполнить. Для этой цели 

наиболее часто употребляются, по отдельности или в совокупности, три формы пред-

ставления алгоритма: обычный язык, псевдокод и язык программирования. Самым за-

гадочным из этих средств представления алгоритма является псевдокод; это средство 

лучше всего можно определить как язык программирования, который никогда не выда-

ет сообщений о синтаксических ошибках. Все три способа являются полезными, т. к. 

существует естественное стремление к компромиссу между легкостью восприятия и 

точностью представления алгоритма. Наиболее простым для понимания "языком про-

граммирования" является обычный язык, но в то же время он наименее точен. С другой 

стороны, такие языки, как Java или С/С++, позволяют точно выразить алгоритм, но 

создавать и понимать алгоритмы на этих языках задача не из легких. В отношении 

сложности применения и понимания псевдокод представляет золотую середину между 

этими двумя крайностями. 

Выбор самого лучшего способа представления алгоритма зависит от ваших предпочте-

ний. Я, например, сначала описываю свои алгоритмические идеи на обычном языке, а 

затем перехожу на более формальный псевдокод наподобие языка программирования 

или даже на настоящий язык программирования для уточнения сложных деталей. 

Не допускайте ошибку, которую часто делают мои студенты, — используют псевдо-

код, чтобы приукрасить плохо определенную идею и придать ей более формальный и 

солидный вид. При описании алгоритма следует стремиться к ясности. Например, ал-

горитм ExhaustiveScheduling (см. листинг 1.7) можно было бы выразить на обычном 

языке так, как показано в листинге 1.9. 

Листинг 1.9. Алгоритм полного перебора 

ExhaustiveScheduling(I) 

  Протестировать все 2n подмножеств множества I и возвратить самое 

    большое подмножество непересекающихся интервалов. 
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ПОДВЕДЕНИЕ ИТОГОВ 

В основе любого алгоритма лежит идея. Если в описании алгоритма не просматривается 
ясно ваша идея, значит, вы используете для ее выражения нотацию слишком низкого 
уровня. 

1.3.2. Задачи и свойства 

Чтобы продемонстрировать правильность алгоритма, одного его описания недостаточ-

но. Нам также нужно подробное описание задачи, которая подлежит решению. 

Постановка задачи состоит из двух частей: набора допустимых входных экземпляров и 

требований к выходу алгоритма. Невозможно доказать правильность алгоритма для 

нечетко поставленной задачи. Иными словами, поставьте неправильно задачу, и вы 

получите неправильный ответ. 

Постановки некоторых задач допускают слишком широкий диапазон входных экземп-

ляров. Допустим, что в нашей задаче календарного планирования съемки фильмов мо-

гут прерываться на некоторое время. Например, съемки фильма могут быть запланиро-

ваны на сентябрь и ноябрь, а октябрь свободен. Тогда календарный план съемок для 

любого фильма будет состоять из набора временных интервалов. В этом случае мы 

можем браться за роли в двух фильмах с чередующимися, но не пересекающимися  

периодами съемок. Такую общую задачу календарного планирования нельзя решить  

с помощью алгоритма самого раннего окончания съемок. Более того, для решения этой 

общей задачи вообще не существует эффективного алгоритма. 

ПОДВЕДЕНИЕ ИТОГОВ 

Важным и заслуживающим внимания приемом разработки алгоритмов является сужение 
множества допустимых экземпляров задачи до тех пор, пока не будет найден правильный 
и эффективный алгоритм. Например, задачу общих графов можно свести к задаче деревь-
ев, или двумерную геометрическую задачу свести к одномерной. 

При указании требований выхода алгоритма часто допускаются две ошибки. Первая из 

них — плохая формулировка вопроса. Примером может служить вопрос о наилучшем 

маршруте между двумя точками на карте при отсутствии определения, что значит 

"наилучший". Лучший в каком смысле? В смысле самого короткого расстояния, самого 

короткого времени прохождения или, может быть, минимального количества пово- 

ротов? 

Второй ошибкой является формулирование составных целей. Каждый из трех только 

что упомянутых критериев наилучшего маршрута является четко определенной целью 

правильного эффективного алгоритма оптимизации. Но в качестве требования к реше-

нию из этих критериев можно выбрать только один. Например, формулировка: "Найти 

самый короткий маршрут от точки к точке, содержащий количество поворотов не бо-

лее чем в два раза превышающее необходимое" является вполне четкой постановкой 

задачи. Но решить такую задачу очень трудно, т. к. решение требует сложного анализа. 

Для примеров постановки задач читателю настоятельно рекомендуется ознакомиться  

с постановкой каждой из 75 задач во второй части этой книги. Правильная постановка 

задачи является важной частью ее решения. Изучение постановок всех этих классиче-

ских задач поможет вам распознать задачи, постановкой и решением которых кто-то 

уже занимался до вас. 
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1.3.3. Демонстрация неправильности алгоритма 

Самый лучший способ доказать неправильность алгоритма — найти экземпляр задачи, 

для которого алгоритм выдает неправильный ответ. Такие экземпляры задачи называ-

ются контрпримерами. Никто не бросится на защиту алгоритма, для которого был 

предоставлен контрпример. Вполне разумно выглядящие алгоритмы можно момен-

тально опровергнуть посредством очень простых контрпримеров. Хороший контрпри-

мер должен обладать двумя важными свойствами: 

� проверяемостью. Чтобы продемонстрировать, что некий входной экземпляр задачи 

является контрпримером для определенного алгоритма, требуется вычислить ответ, 

который алгоритм выдаст для данного экземпляра, и предоставить лучший ответ, 

с тем, чтобы доказать, что алгоритм не смог его найти; 

� простотой. Хороший контрпример не содержит ничего лишнего и ясно демонстри-

рует, почему именно предлагаемый алгоритм неправильный. Поэтому обнаружен-

ный контрпример следует упростить. Контрпример на рис. 1.6, а можно упростить и 

улучшить, сократив количество пересекающихся периодов с четырех до двух. 

Развитие навыков поиска контрпримеров будет стоить затраченного времени. Этот 

процесс в чем-то подобен разработке наборов тестов для проверки компьютерных про-

грамм, но в нем главную роль играет удачная догадка, а не перебор вариантов. Приве-

ду несколько советов. 

� Ищите мелкомасштабные решения. Обратите внимание, что мои контрпримеры 

для задач поиска маршрута содержат шесть или меньше точек, а для задач кален-

дарного планирования — только три временных интервала. Это обстоятельство ука-

зывает на то, что если алгоритм неправильный, то доказать это можно на очень про-

стом экземпляре. Алгористы-любители нередко создают большой запутанный эк-

земпляр, с которым потом не могут справиться. А профессионалы внимательно 

изучат несколько небольших экземпляров, т. к. их легче осмыслить и проверить. 

� Рассмотрите все решения. Для наименьшего нетривиального значения n имеется 

только небольшое количество экземпляров. Например, существуют только три 

представляющих интерес способа расположения двух интервалов на прямой: непе-

рекрывающиеся интервалы, частично перекрывающиеся интервалы и полностью 

перекрывающиеся интервалы. Все случаи размещения на прямой трех интервалов 

(включая контрпримеры для обоих эвристических алгоритмов календарного плани-

рования) можно создать, по-разному добавляя третий интервал к этим двум, распо-

ложенным указанными тремя способами. 

� Ищите слабое звено. Если рассматриваемый вами алгоритм работает по принципу 

"всегда берем самое большее" (так называемый жадный алгоритм), то подумайте, 

почему этот подход может быть неправильным. 

� Ищите ограничения. "Жадный" эвристический алгоритм можно сбить с толку не-

обычным методом предоставления входного экземпляра, содержащего одинаковые 

элементы. В этой ситуации алгоритму будет не на чем основывать свое решение и 

он, возможно, возвратит неоптимальное решение. 

� Рассматривайте крайние случаи. Многие контрпримеры представляют собой ком-

бинацию большого и малого, правого и левого, многих и немногих, далекого и 
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близкого. Обычно легче осмыслить и проверить примеры по краям диапазона, чем 

из его середины. Рассмотрим в качестве примера два скопления точек, расстояние d 

между которыми намного превышает расстояние между точками в любом из них. 

Длина оптимального маршрута коммивояжера в этой ситуации будет практически 

равна 2d, независимо от количества посещаемых точек, т. к. длина маршрута внутри 

каждого скопления точек несущественна. 

ПОДВЕДЕНИЕ ИТОГОВ 

Лучший способ опровергнуть правильность эвристического алгоритма — испытать его на 

контрпримерах. 

1.3.4. Индукция и рекурсия 

Один факт, что для данного алгоритма не был найден контрпример, вовсе не означает, 

что алгоритм правильный. Для этого требуется доказательство или демонстрация пра-

вильности. Для доказательства правильности алгоритма часто применяется математи-

ческая индукция. 

Мои первые впечатления о математической индукции были таковы, словно это какое-

то шаманство. Вы берете формулу типа 
1

( 1) / 2
=

= +∑
n

i
i n n , доказываете ее для базово-

го случая, например, 1 или 2, потом допускаете, что утверждение справедливо для  

n – 1, и на основе этого допущения доказываете формулу для общего n. Это называется 

доказательством? Полнейший абсурд! 

Мои первые впечатления о рекурсии в программировании были точно такими же — 

чистое шаманство. Программа проверяет входной аргумент на равенство базовому 

значению, например, 1 или 2. При отрицательном результате такой проверки более 

сложный случай решается путем разбивки его на части и вызова этой же программы 

в качестве подпрограммы для решения этих частей. Это называется программой? Пол-

нейший абсурд! 

Причиной, благодаря которой как рекурсия, так и математическая индукция кажутся 

шаманством, является тот факт, что рекурсия и есть математическая индукция. В обе-

их имеются общие и граничные условия, при этом общее условие разбивает задачу на 

все более мелкие части, а граничное, или начальное, условие завершает рекурсию.  

Если вы понимаете одно из двух, — или рекурсию, или индукцию, — вы в состоянии 

понять, как работает другое. 

Мне приходилось слышать, что программист — это математик, который умеет строить 

доказательства только методом индукции. Частично дело в том, что программисты — 

никудышные построители доказательств, но главным образом в том, что многие  

изучаемые ими алгоритмы являются или рекурсивными, или инкрементными (поэтап-

ными). 

Рассмотрим, например, правильность алгоритма сортировки вставками, представлен-

ного в начале этой главы. Его правильность можно обосновать методом индукции: 

� базовый экземпляр содержит всего лишь один элемент, а по определению одноэле-

ментный массив является полностью отсортированным; 
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� мы можем допустить, что после первых n – 1 итераций сортировки вставками пер-

вые n – 1 элементов массива A будут полностью отсортированы; 

� чтобы определить, куда следует вставить последний элемент х, нам нужно найти 

уникальную ячейку между наибольшим элементом, не превышающим х, и наи-

меньшим элементом, большим чем х. Для этого мы сдвигаем все бо́льшие элементы 

назад на одну позицию, создавая место для элемента х в требуемой позиции. ■ 

Но к индуктивным доказательствам нужно относиться с большой осторожностью, т. к. 

в цепь рассуждений могут вкрасться трудно распознаваемые ошибки. Прежде всего, 

это граничные ошибки. Например, в приведенном выше доказательстве правильности 

алгоритма сортировки вставками мы самоуверенно заявили, что между двумя элемен-

тами массива А имеется однозначно определяемая ячейка, в которую можно вставить 

наш элемент х, когда массив в нашем базовом экземпляре содержит только одну ячей-

ку. Поэтому для правильной обработки частных случаев вставки минимальных или 

максимальных элементов необходимо соблюдать бо́льшую осторожность. 

Другой, более распространенный, тип ошибок в индуктивных доказательствах связан с 

небрежным подходом к расширению экземпляра задачи. Добавление всего лишь одно-

го элемента к экземпляру задачи может полностью изменить оптимальное решение. 

Соответствующий пример для задачи календарного планирования показан на рис. 1.7. 

 

Рис. 1.7. Оптимальное решение (прямоугольники)  
до и после внесения изменений (пунктирная линия) в экземпляр задачи 

После добавления нового временного интервала в экземпляр задачи новое оптималь-

ное расписание может не содержать ни одного из временных интервалов любого опти-

мального решения, предшествующего изменению. Бесцеремонное игнорирование  

таких аспектов может вылиться в очень убедительное доказательство полностью не-

правильного алгоритма. 

ПОДВЕДЕНИЕ ИТОГОВ 

Математическая индукция обычно является верным способом проверки правильности  

рекурсивного алгоритма. 

Остановка для размышлений:  

Правильность инкрементных алгоритмов 

ЗАДАЧА. Доказать правильность рекурсивного алгоритма для инкрементации нату-

ральных чисел, т. е. y→y + 1, представленного в листинге 1.10. 

Листинг 1.10. Алгоритм для инкрементации натуральных чисел 

Increment (y) 

  if y = 0 then return(1) else 

    if (y mod 2) = 1 then 

      return(2·Increment([⎣y/2⎦)) 

    else return(y + 1) 
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Решение. Лично мне правильность этого алгоритма определенно не очевидна. Но т. к. 

это рекурсивный алгоритм, а я — программист, мое естественное побуждение будет 

доказать его методом индукции. 

Абсолютно очевидно, что алгоритм правильно обрабатывает базовый случай, когда 

y  =  0. Совершенно ясно, что 0 + 1  =  1 и, соответственно, возвращается значение 1. 

Теперь допустим, что функция работает правильно для общего случая, когда y  =  n – 1. 

На основе этого допущения нам нужно продемонстрировать правильность алгоритма 

для случая, когда y  =  n. Для половины случаев алгоритм доказывается легко, в част-

ности для четных чисел (для которых (y mod 2) = 0), т. к. y + 1 возвращается явно. 

Но для нечетных чисел решение зависит от результата, возвращаемого выражением 

Increment([y/2]). Здесь нам хочется воспользоваться нашим индуктивным допущени-

ем, но оно не совсем правильно. Мы сделали допущение, что функция Increment рабо-

тает правильно, когда y  =  n – 1, но для значения y, равного приблизительно половине 

этого значения, мы этого не допускали. Теперь мы можем усилить наше допущение, 

объявив, что общий случай выдерживается для всех y  ≤  n – 1. Это усиление никоим 

образом не затрагивает сам принцип, но необходимо, чтобы установить правильность 

алгоритма. 

Теперь случаи нечетных y (т. е. y = 2m + 1 для целого числа m) можно обработать, как 

показано в листинге 1.11. 

Листинг 1.11. Алгоритм для инкрементации нечетных натуральных чисел 

2•Increment([(2m + l)/2]) = 2•Increment(⎣m + 1/2⎦) 

                          = 2•Increment(m) 

                          = 2(m + 1) 

                          = 2m + 2 = y + 1 

решая, таким образом, общий случай. ■ 

1.3.5. Суммирование 

При анализе алгоритмов часто приходится прибегать к математическим формулам 

суммирования. А процесс доказательства правильности формулы суммирования пред-

ставляет собой классический пример применения математической индукции. В конце 

этой главы дается несколько упражнений, в которых требуется доказать формулу с по-

мощью индукции. Чтобы сделать эти упражнения более понятными, напомню основ-

ные принципы суммирования. 

Формулы суммирования представляют собой краткие выражения, описывающие сло-

жение сколь угодно большой последовательности чисел. В качестве примера можно 

привести такую формулу: 

1

( ) (1) (2) ... ( )
=

= + + +∑
n

i

f i f f f n  

Суммирование многих алгебраических функций можно выразить простыми формула-

ми в замкнутой форме. Например, поскольку сумма n единиц равна n, то: 
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1

1
=

=∑
n

i

n  

Сумму первых n целых чисел можно выразить через целые числа i и (n – i + l) следую-
щим образом: 

/2

1 1

( ( 1)) ( 1) / 2
= =

= + − + = +∑ ∑
n n

i i

i i n i n n  

Очень пригодится в области анализа алгоритмов умение распознавать два основных 
класса формул суммирования: 

� Арифметические прогрессии. Арифметическую прогрессию в виде формулы 

( ) ( 1) / 2= = +∑
n

i
S n i n n  можно встретить в анализе алгоритма сортировки методом 

выбора. По большому счету, важным фактом является наличие квадратичной сум-
мы, а не то, что константа равняется 1/2. В общем, для p ≥ 1: 

1( , ) ( )+

= = Θ∑
n

p p

i

S n p i n  

Таким образом, сумма квадратов кубичная, а сумма кубов — "четверичная" (если 
вы не против употребления такого слова). Нотация Θ(x) (тета большое) подробно 
рассматривается в разделе 2.2. 

Для p < –1 эта сумма всегда стремится к константе, даже когда n→∞. 

� Геометрические прогрессии. В геометрических прогрессиях индекс цикла играет 
роль показателя степени, т. е.: 

1

0

( , ) ( 1) / ( 1)+

=

= = − −∑
n

i n

i

G n a a a a a  

Сумма прогрессии зависит от ее знаменателя, т. е. числа а. При a < 1 эта сумма 
стремится к константе, даже когда n→∞. 

Данная сходимость последовательности оказывается большим подспорьем в анали-
зе алгоритмов. Это означает, что если количество элементов растет линейно, то их 
сумма необязательно будет расти линейно, а может быть ограничена константой. 
Например, 1 + 1/2 + 1/4 + 1/8 + ... ≤ 2 независимо от количества элементов последо-
вательности. 

При a > 1 сумма стремительно возрастает при добавлении каждого нового элемента, 
например, 1 + 2 + 4 + 8 + 16 + 32 = 63. 

В самом деле, для a > 1 G(n, a) = Θ(a
a + 1

). 

Остановка для размышлений. Формулы факториала 

ЗАДАЧА. Докажите методом индукции, что 
1

! ( 1)! 1
n

i
i i n

=

× = + −∑ . 

Решение. Индукционная парадигма прямолинейна: сначала подтверждаем базовый 
случай (здесь мы принимаем n = 1, хотя случай n = 0 был бы еще более общим): 

1

1

! 1 (1 1)! 1 2 1 1
i

i i

=

× = = + − = − =∑  
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Теперь допускаем, что данное утверждение верно для всех чисел вплоть до n. Для до-

казательства общего случая n + 1 видим, что если мы вынесем наибольший член из-под 

знака суммы 
1

1 1

! ( 1) ( 1)! !

n n

i i

i i n n i i

+

= =

× = + × + + ×∑ ∑  

то получим левую часть нашего индуктивного допущения. Заменяя правую часть, по-

лучаем: 
1

1

! ( 1) ( 1)! ( 1)! 1

n

i

i i n n n

+

=

× = + × + + + −∑  

         ( 1)! (( 1) 1) 1n n= + × + + −  

         ( 2)! 1n= + −  

Этот общий прием выделения наибольшего члена суммы для выявления экземпляра 

индуктивного допущения лежит в основе всех таких доказательств.  ■ 

1.4. Моделирование задачи 

Моделирование является искусством формулирования приложения в терминах точно 

поставленных, хорошо понимаемых задач. Правильное моделирование является клю-

чевым аспектом применения методов разработки алгоритмов решения реальных задач. 

Более того, правильное моделирование может сделать ненужным разработку или даже 

реализацию алгоритмов, соотнося ваше приложение с ранее решенной задачей. Пра-

вильное моделирование является ключом к эффективному использованию материала 

во второй части этой книги. 

В реальных приложениях применяются реальные объекты. Вам, может быть, придется 

работать над системой маршрутизации сетевого трафика, планированием использова-

ния классных комнат учебного заведения или поиском закономерностей в корпоратив-

ной базе данных. Большинство же алгоритмов спроектировано для работы со строго 

определенными абстрактными структурами, такими как перестановки, графы или мно-

жества. Чтобы извлечь пользу из литературы по алгоритмам, вам нужно научиться вы-

полнять постановку задачи абстрактным образом, в терминах процедур над фундамен-

тальными структурами. 

1.4.1. Комбинаторные объекты 

Очень велика вероятность, что над решаемой вами алгоритмической задачей уже рабо-

тали другие, хотя, возможно, и в совсем иных контекстах. Но не надейтесь узнать, что 

известно о вашей конкретной "задаче оптимизации процесса А", поискав в книге сло-

восочетание "процесс А". Вам нужно сформулировать задачу оптимизации вашего 

процесса в терминах вычислительных свойств стандартных структур, таких как: 

� перестановка — упорядоченное множество элементов. Например, {1, 4, 3, 2} и  

{4, 3, 2, 1} являются двумя разными перестановками одного множества целых чи-

сел. Мы уже видели перестановки в задачах оптимизации маршрута манипулятора и 
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календарного планирования. Перестановки будут вероятным исследуемым объек-

том в задаче поиска "размещения", "маршрута", "границ" или "последовательности"; 

� подмножество — выборка из множества элементов. Например, множества {1, 3, 4} 

и {2} являются двумя разными подмножествами множества первых четырех целых 

чисел. В отличие от перестановок, порядок элементов подмножества не имеет зна-

чения, поэтому подмножества {1, 3, 4} и {4, 3, 1} являются одинаковыми. В про-

блеме календарного планирования нам пришлось иметь дело с подмножествами. 

Подмножества будут вероятным исследуемым объектом в задаче поиска "кластера", 

"коллекции", "комитета", "группы", "пакета" или "выборки"; 

  

а) б)

Рис. 1.8. Моделирование реальных структур с помощью деревьев и графов 

� дерево — иерархическое представление взаимосвязей между объектами. Реальное 

применение деревьев показано на примере родословного древа семейства Скиена на 

рис. 1.8, а. Деревья будут вероятным исследуемым объектом в задаче поиска  

"иерархии", "отношений доминирования", "отношений предок/потомок" или "так-

сономии"; 

� граф — представление взаимоотношений между произвольными парами объектов. 

На рис. 1.8, б показана модель дорожной сети в виде графа, где вершины представ-

ляют населенные пункты, а ребра — дороги, соединяющие населенные пункты. 

Граф будет вероятным исследуемым объектом в задаче поиска "сети", "схемы", 

"инфраструктуры" или "взаимоотношений"; 

� точка — представление места в некотором геометрическом пространстве. Напри-

мер, расположение автобусных остановок можно описать точками на карте (плоско-

сти). Точка будет вероятным исследуемым объектом в задаче поиска "местонахож-

дения", "позиции", "записи данных" или "расположения"; 

� многоугольник — представление области геометрического пространства. Например, 

с помощью полигона можно описать границы страны на карте. Многоугольники и 

многогранники будут вероятными исследуемыми объектами в задаче поиска "фор-

мы", "региона", "очертания" или "границы"; 

� строка — последовательность символов или шаблонов. Например, имена студентов 

можно представить в виде строк. Строка будет вероятным исследуемым объектом 

при работе с "текстом", "символами", "шаблонами" или "метками". 

Для всех этих фундаментальных структур имеются соответствующие алгоритмы, кото-

рые представлены в каталоге задач во второй части этой книги. Важно ознакомиться с 
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этими задачами, т. к. они они изложены на языке, типичном для моделирования при-

ложений. Чтобы научиться свободно владеть этим языком, просмотрите задачи в ката-

логе и изучите рисунки входа и выхода для каждой из них. Разобравшись в этих зада-

чах, хотя бы на уровне рисунков и формулировок, вы будете знать, где искать возмож-

ный ответ в случае возникновения проблем в разработке вашего приложения. 

В книге также представлены примеры успешного применения моделирования прило-

жений в виде описаний решений реальных задач. Однако здесь необходимо высказать 

одно предостережение. Моделирование сводит разрабатываемое приложение к одной 

из многих существующих задач и структур. Такой процесс по своей природе является 

ограничивающим, и некоторые нюансы модели могут не соответствовать вашей кон-

кретной задаче. Кроме того, встречаются задачи, которые можно моделировать не-

сколькими разными способами. 

Моделирование является всего лишь первым шагом в разработке алгоритма решения 

задачи. Внимательно отнеситесь к отличиям вашего приложения от потенциальной 

модели, но не спешите с заявлением, что ваша задача является уникальной и особен-

ной. Временно игнорируя детали, которые не вписываются в модель, вы сможете найти 

ответ на вопрос, действительно ли они являются принципиально важными. 

ПОДВЕДЕНИЕ ИТОГОВ 

Моделирование разрабатываемого приложения в терминах стандартных структур и алго-

ритмов является важнейшим шагом в поиске решения. 

 

1.4.2. Рекурсивные объекты 

Научившись мыслить рекурсивно, вы научитесь определять большие сущности, со-

стоящие из меньших сущностей точно такого же типа, как и большие. Например, 

если рассматривать дом как набор комнат, то при добавлении или удалении комнаты 

дом остается домом. 

В мире алгоритмов рекурсивные структуры встречаются повсеместно. Более того, каж-

дую из ранее описанных абстрактных структур можно считать рекурсивной. На рис. 1.9 

видно, как легко они разбиваются на составляющие. 

Перечислим возможные рекурсивные объекты. 

� Перестановки. Удалив первый элемент перестановки {1,...,n}, мы получим переста-

новку остающихся n – 1 элементов. 

� Подмножества. Каждое множество элементов {1,...,n} содержит подмножество 

{1,...,n – 1}, являющееся результатом удаления элемента n, если такой имеется. 

� Деревья. Что мы получим, удалив корень дерева? Правильно, коллекцию меньших 

деревьев. А что мы получим, удалив какой-либо лист дерева? Немного меньшее де-

рево. 

� Графы. Удалите любую вершину графа, и вы получите меньший граф. Теперь разо-

бьем вершины графа на две группы, правую и левую. Разрезав все ребра, соеди-

няющие эти группы, мы получим два меньших графа и набор разорванных ребер. 
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Рис. 1.9. Рекурсивное разложение комбинаторных объектов: перестановки, подмножества,  

деревья, графы, множества точек, многоугольники и строки 

 

� Точки. Возьмем облако точек и разобьем его линией на две группы. Теперь у нас 

есть два меньших облака точек. 

� Многоугольники. Соединив хордой две несмежные вершины простого многоуголь-

ника с n вершинами, мы получим два меньших многоугольника. 

� Строки. Что мы получим, удалив первый символ строки? Другую, более короткую 

строку. 

Для рекурсивного описания объектов требуются как правила разложения, так и базо-

вые объекты, а именно спецификация простейшего объекта, далее которого разложе-

ние не идет. Такие базовые объекты обычно легко определить. Перестановки и под-

множества нулевого количества объектов обозначаются как {}. Наименьшее дерево 

или граф состоят из одной вершины, а наименьшее облако точек состоит из одной точ-

ки. С многоугольниками немного посложнее; наименьшим многоугольником является 

треугольник. Наконец, пустая строка содержит нулевое количество знаков. Решение  

о том, содержит ли базовый объект нулевое количество элементов или один элемент, 

является, скорее, вопросом вкуса и удобства, нежели какого-либо фундаментального 

принципа. 

Такие рекурсивные разложения применяются для определения многих алгоритмов, 

рассматриваемых в этой книге. Обращайте на них внимание. 

1.5. Истории из жизни 

Самый лучший способ узнать, какое огромное влияние тщательная разработка алго-

ритма может иметь на производительность, — ознакомиться с примерами из реальной 

жизни. Внимательно изучая опыт других людей, мы учимся использовать этот опыт 

в нашей собственной работе. 

В различных местах этой книги приводится несколько рассказов об успешном (а ино-

гда и неуспешном) опыте нашей команды в разработке алгоритмов решения реальных 

задач. Я надеюсь, что вы сможете перенять и усвоить опыт и знания, полученные нами 
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в процессе этих разработок, чтобы использовать их в качестве моделей для ваших соб-

ственных решений. 

Все, изложенное в этих рассказах, действительно произошло. Конечно же, в изложе-

нии истории слегка приукрашены, и диалоги в них были отредактированы. Но я при-

ложил все усилия, чтобы правдиво описать весь процесс, начиная от постановки задачи 

до выдачи решения, чтобы вы могли проследить его в действии. 

В своих рассказах я пытаюсь уловить образ мышления алгориста в процессе решения 

задачи. 

Эти истории из жизни обычно затрагивают, по крайней мере, одну, а часто несколько, 

задач из каталога во второй части книги. Когда такая задача встречается, дается ссылка 

на соответствующий раздел каталога. Таким образом подчеркиваются достоинства мо-

делирования разрабатываемого приложения в терминах стандартных алгоритмических 

задач. Пользуясь каталогом задач, вы сможете в любое время получить известную ин-

формацию о решаемой задаче. 

1.6. История из жизни.  

Моделирование проблемы ясновидения 

Я занимался обычными делами, когда на меня нежданно-негаданно свалился этот за-

прос в виде телефонного звонка. 

— Профессор Скиена, я надеюсь, что Вы сможете помочь мне. Я — президент компа-

нии Lotto System Group, Inc., и нам нужен алгоритм решения проблемы, возникающей 

в нашем последнем продукте. 

— Буду рад помочь Вам, — ответил я. В конце концов, декан моего инженерного фа-

культета всегда призывает преподавательский состав к более широкому взаимодейст-

вию с производством. 

— Наша компания продает программу, предназначенную для развития способностей 

наших клиентов к ясновидению и предсказанию выигрышных лотерейных номеров1. 

Стандартный лотерейный билет содержит шесть номеров, выбираемых из большего 

количества последовательных номеров, например, от 1 до 44. Таким образом, шансы 

выигрыша любой комбинации номеров очень небольшие. Но после соответствующей 

тренировки наши клиенты могут мысленно увидеть, скажем, 15 номеров из 44 возмож-

ных, по крайней мере, четыре из которых будут на выигрышном билете. Вы все пока 

понимаете? 

— Скорее нет, чем да, — сказал я, но тут вспомнил, что наш декан призывает нас 

взаимодействовать с производством. 

— Наша проблема заключается в следующем. После того, как ясновидец сузил выбор 

номеров от 44 до 15, из которых он уверен в правильности, по крайней мере, четырех, 

нам нужно найти эффективный способ применить эту информацию. Допустим, уга-

давшему, по крайней мере, три правильных номера выдается денежный приз. Нам ну-

                                                        
1
 Это реальный cлучай. 
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жен алгоритм, чтобы составить наименьший набор билетов, которые нужно купить, 

чтобы гарантировать выигрыш, по крайней мере, одного приза. 

— При условии, что ясновидец не ошибается? 

— Да, при условии, что ясновидец не ошибается. Нам нужна программа, которая рас-

печатывает список всех возможных комбинаций выигрышных номеров билетов, кото-

рые он должен купить с минимальными затратами. Можете ли вы помочь нам с реше-

нием этой задачи? 

Может быть, они и в самом деле были ясновидцами, т. к. они обратились как раз туда, 

куда надо. Определение наилучшего подмножества номеров билетов попадает в разряд 

комбинаторных задач. А точнее, это какой-то тип задачи о покрытии множества, в ко-

торой каждый покупаемый билет "покрывает" некоторые из возможных четырехэле-

ментных подмножеств увиденного ясновидцем пятнадцатиэлементного множества. 

Определение наименьшего набора билетов для покрытия всех возможностей представ-

ляет собой особый экземпляр NP-полной задачи о покрытии множества (рассматри-

вается в разделе 18.1) и считается вычислительно неразрешимой. 

Данная задача действительно была особым экземпляром задачи о покрытии множест-

ва, полностью определяемая всего лишь четырьмя числами: размером n возможного 

множества S (n ≈ 15), количеством номеров k на каждом билете (k ≈ 6), количеством 

обещаемых ясновидцем выигрышных номеров j из множества S (j = 4) и, наконец, ко-

личеством совпадающих номеров l, необходимых, чтобы выиграть приз (l = 3). На 

рис. 1.10 показано покрытие экземпляра меньшего размера, где n = 5, j = k = 3, l = 2. 

 

Рис. 1.10. Покрытие всех пар множества {1, 2, 3, 4, 5}  

номерами билетов {1, 2, 3}, {1, 4, 5}, {2, 4, 5}, {3, 4, 5} 

— Хотя найти точный минимальный набор билетов с помощью эвристических методов 

будет трудно, я должен буду дать вам покрывающий набор номеров, достаточно близ-

кий к самому дешевому, — ответил я ему. — Вам этого будет достаточно? 

— При условии, что ваша программа создает лучший набор номеров, чем программа 

моего конкурента, это будет то, что надо. Его система не всегда гарантирует выигрыш. 

Очень признателен за вашу помощь, профессор Скиена. 
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— Один вопрос напоследок. Если с помощью вашей программы люди могут натрени-

роваться выбирать выигрышные лотерейные билеты, то почему вы сами не пользуетесь 

ею, чтобы выигрывать в лотерею? 

— Надеюсь встретиться с Вами в ближайшее время, профессор Скиена. Благодарю за 

помощь. 

Я повесил трубку и начал обдумывать дальнейшие действия. Задача выглядела, как 

идеальный проект для какого-либо смышленого студента. После моделирования задачи 

посредством множеств и подмножеств основные компоненты решения выглядели до-

вольно просто. 

� Нам было нужна возможность генерировать все подмножества k номеров из потен-

циального множества S. Алгоритмы генерирования и ранжирования подмножеств 

представлены в разделе 14.5. 

� Нам была нужна правильная формулировка, что именно означает требование иметь 

покрывающее множество приобретенных билетов. Очевидным критерием того, что 

требование выполнено, мог быть наименьший набор билетов, включающий, по 

крайней мере, один билет, содержащий каждое из ( )
n

l
 l-подмножеств множества S, 

за которое может выдаваться приз. 

� Нам нужно было отслеживать уже рассмотренные призовые комбинации. Нам нуж-

ны такие комбинации номеров билетов, чтобы покрыть как можно больше еще не 

охваченных призовых комбинаций. Текущие охваченные комбинации являются 

подмножеством всех возможных комбинаций. Структуры данных для подмножеств 

рассматриваются в разделе 12.5. Наилучшим кандидатом выглядел вектор битов, 

который бы за постоянное время давал ответ, охвачена ли уже данная комбинация. 

� Нужен был механизм поиска, чтобы решить, какой следующий билет покупать. Для 

небольших множеств можно было проверить все возможные подмножества комби-

наций и выбрать из них самую меньшую. Для множеств большего размера выиг-

рышные комбинации номеров билетов для покупки можно было выбирать с по- 

мощью какого-либо процесса рандомизированного поиска наподобие имитации от-

жига (см. раздел 7.5.3), чтобы покрыть как можно больше комбинаций. Выполняя 

эту рандомизированную процедуру несколько раз и выбирая самые лучшие реше-

ния, мы смогли бы, скорее всего, получить хороший набор комбинаций номеров 

билетов. 

Опуская детали механизма поиска, требуемый алгоритм можно выразить на псевдоко-

де, как показано в листинге 1.12. 

Листинг 1.12. Поиск набора призовых комбинаций 

LottoTicketSet (n,k,l) 

  Инициализируем как "ложь" все элементы ( )n
l

-элементного 

                   вектора разрядов V 

    While V содержит элементы "ложь" 

      Выбираем k-элементное подмножество T множества {1,..., n} 

      в качестве следующей комбинации номеров покупаемого билета 
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      For каждого из l-элементных подмножеств Ti множества T, 

      V[rank(Ti}] = "истина" 

    Выдаем набор комбинаций номеров билетов для покупки 

Способный студент Фаяз Юнас (Fayyaz Younas) принял вызов реализовать алгоритм. 

На основе представленной основы он реализовал алгоритм поиска методом полного 

перебора и смог найти оптимальные решения задач, в которых n ≤ 5. Для решения за-

дачи с большим значением n он реализовал процедуру рандомизированного поиска, 

которую отлаживал, пока не остановился на самом лучшем варианте. Наконец насту-

пил день, когда мы могли позвонить в компанию Lotto Systems Group и сказать им, что 

мы решили задачу. 

— Результат работы нашей программы таков: оптимальным решением для n = 15,  

k = 6, j = 4, l = 3 будет покупка 28 билетов. 

— Двадцать восемь билетов! — выразил недовольство президент. — В вашей про-

грамме, должно быть, есть ошибка. Вот пять билетов, которых будет достаточно, что-

бы покрыть все варианты дважды: {2, 4, 8, 10, 13, 14}, {4, 5, 7, 8, 12, 15}, {1, 2, 3, 6, 11, 13}, 

{3, 5, 6, 9, 10, 15}, {1, 7, 9, 11, 12, 14}. 

Мы повозились с этим примером немного и должны были признать, что он был прав. 

Мы неправильно смоделировали задачу! В действительности, нам не нужно было по-

крывать явно все возможные выигрышные комбинации. Объяснение представлено на 

рис. 1.11 в виде двухбилетного решения нашего предыдущего четырехбилетного при-

мера. 

 

Рис. 1.11. Гарантирование выигрышной комбинации из двух номеров множества {l, 2, 3, 4, 5} 

при использовании только комбинации номеров {l, 2, 3} и {l, 4, 5} 

Такие малообещающие комбинации, как {2, 3, 4} и {3, 4, 5}, имеют совпадающие пары 

комбинаций номеров в билетах, показанных на рис. 1.11. Мы пытались покрыть слиш-

ком много комбинаций, а дрожащие над каждой копейкой ясновидцы не желали пла-

тить за такую расточительность. 

К счастью, у этой истории хороший конец. Общий принцип нашего поискового реше-
ния оставался применимым для реальной задачи. Все, что нужно было сделать, так это 
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исправить, какие подмножества засчитываются за покрытие данным набором комби-
наций номеров билетов. Сделав это исправление, мы получили требуемые результаты. 
В компании Lotto Systems Group с благодарностью приняли нашу программу для вне-
дрения в свой продукт. Будем надеяться, что они сорвут большой куш с ее помощью. 

Мораль этой истории заключается в том, что необходимо удостовериться в правильно-
сти моделирования задачи, прежде чем пытаться решить ее. В нашем случае мы разра-
ботали правильную модель, но недостаточно глубоко проверили ее, перед тем, как на-
чинать создавать программу на ее основе. Наше заблуждение было бы быстро выявле-
но, если бы, прежде чем приступать к решению реальной проблемы, мы проработали 
небольшой пример вручную и обсудили результаты с нашим клиентом. Но мы смогли 
выйти из этой ситуации с минимальными отрицательными последствиями благодаря 
правильности нашей первоначальной формулировки и использованию четко опреде-
ленных абстракций для таких задач, как генерирование k-элементных подмножеств 
методом ранжирования, структуры данных множества и комбинаторного поиска. 

Замечания к главе 

В каждой хорошей книге, посвященной алгоритмам, отражается подход ее автора к их 
разработке. Тем, кто хочет ознакомиться с альтернативными точками зрения, особенно 
рекомендуется прочитать книги [CLRS01], [KT06] и [Man89]. 

Формальные доказательства правильности алгоритма являются важными и заслужива-
ют более полного рассмотрения, чем можно предоставить в этой главе. Методы вери-
фикации программ обсуждаются в книге [Gri89]. 

Задача календарного планирования ролей в фильмах является особым случаем общей 
задачи независимого множества, которая рассматривается в разделе 16.2. В качестве 
входных экземпляров допускаются только интервальные графы, в которых вершины 
графа G можно представить линейными интервалами, а (i, j) является ребром G тогда и 
только тогда, когда интервалы пересекаются. Этот интересный и важный класс графов 
подробно рассматривается в книге [Gol04]. 

Колонка "Программистские перлы" Джона Бентли (Jon Bentley) является, наверное, 
самой известной коллекцией историй из жизни разработчиков алгоритмов. Колонка 
первоначально публиковалась в журнале "Communications of the ACM", а потом ее ма-
териалы были изданы в двух книгах, [Ben90] и [Ben99]. Еще одна прекрасная коллек-
ция историй из жизни собрана в книге [Bro95]. Хотя эти истории имеют явный уклон в 
сторону разработки и проектирования программного обеспечения, они также пред-
ставляют собой кладезь мудрости. Все программисты должны прочитать эти книги, 
чтобы получить и пользу, и удовольствие. 

Наше решение задачи о покрытии множества лотерейных билетов более полно пред-
ставлено в книге [YS96]. 

1.7. Упражнения 

Поиск контрпримеров 

1. [3] Докажите, что значение a + b может быть меньшим, чем значение min(a, b). 

2. [3] Докажите, что значение a × b может быть меньшим, чем значение min(a, b). 
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3. [5] Начертите сеть дорог с двумя точками а и b, такими, что маршрут между ними, пре-
одолеваемый за кратчайшее время, не является самым коротким. 

4. [5] Начертите сеть дорог с двумя точками а и b, самый короткий маршрут между кото-
рыми не является маршрутом с наименьшим количеством поворотов. 

5. [4] Задача о рюкзаке: имея множество целых чисел S = {s1, s2, ..., sn} и целевое число Т, 
найти такое подмножество множества S, сумма которого в точности равна Т. Например, 
множество S = {l, 2, 5, 9, 10} содержит такое подмножество, сумма элементов которого 
равна T = 22, но не T = 23. 

Найти контрпримеры для каждого из следующих алгоритмов решения задачи о рюкзаке, 
т. е., нужно найти такое множество S и число Т, при которых подмножество, выбранное  
с помощью данного алгоритма, не до конца заполняет рюкзак, хотя правильное решение 
и существует: 

• вкладывать элементы множества S в рюкзак в порядке слева направо, если они под-
ходят (т. е., алгоритм "первый подходящий"); 

• вкладывать элементы множества S в рюкзак в порядке от наименьшего до наиболь-
шего (т. е., используя алгоритм "первый лучший"); 

• вкладывать элементы множества S в рюкзак в порядке от наибольшего до наимень-
шего. 

6. [5] Задача о покрытии множества: имея семейство подмножеств S1, ..., Sm
 универсального 

множества U = {l,...,n}, найдите семейство подмножеств T S⊂ наименьшей мощности, 

чтобы i

i

t

t
T U∈ =∪ . Например, для семейства подмножеств S1 = {l, 3, 5}, S2 = {2, 4},  

S3 = {l, 4} и S4 = {2, 5} покрытием множества будет семейство подмножеств S1 и S2. При-
ведите контрпример для следующего алгоритма: выбираем самое мощное подмножество 
для покрытия, после чего удаляем все его элементы из универсального множества; по-
вторяем добавление подмножества, содержащего наибольшее количество неохваченных 
элементов, пока все элементы не будут покрыты. 

Доказательство правильности 

7. [3] Докажите правильность следующего рекурсивного алгоритма умножения двух нату-
ральных чисел для всех целочисленных констант c ≥ 2: 

function multiply(y, z) 

               comment Return произведение yz. 

        1.      if z = 0 then return(0) else 

        2.      return(multiply(cy,[z/c]) + y·(z mod c)) 

8. [3] Докажите правильность следующего алгоритма вычисления полинома P(x) =  
= a

n
xn + a

n–1x
n–1 + ... + a1x + a0: 

function horner(A, x) 

  p = An 

  for i from n-1 to 0 

    p = p * x + Ai 

  return p 

9. [3] Докажите правильность следующего алгоритма сортировки: 

function bubblesort (A : list[l... n]) 

  var int i,j 
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  for i from n to 1 

    for j from 1 to i – 1 

      if (A[j]>A[j+1] 

        меняем местами значения A[j] и A[j + 1] 

Математическая индукция 

Для доказательства пользуйтесь методом математической индукции. 

10. [3] Докажите, что 
1

( 1) / 2
n

i
i n n

=

= +∑  для n≥0. 

11. [3] Докажите, что 2

1
( 1)(2 1) / 6

n

i
i n n n

=

= + +∑  для n≥0. 

12. [3] Докажите, что 3 2 2

1
( 1) / 4

n

i
i n n

=

= +∑  для n≥0. 

13. [3] Докажите, что 
1

( 1)( 2) ( 1)( 2)( 3) / 4
n

i

i i i n n n n

=

+ + = + + +∑ . 

14. [5] Докажите, что 
1

0

1

1

nn

i

i

a

a

a

+

=

−

=

−

∑  для n≥1, a ≠ 1. 

15. [3] Докажите, что 
1

1

( 1) 1

n

i

n

i i n
=

=

+ +
∑  для n≥0. 

16. [3] Докажите, что n3 + 2n делится на 3 для n≥0. 

17. [3] Докажите, что дерево с n вершинами имеет в точности n – 1 ребер. 

18. [3] Докажите, что сумма кубов первых n положительных целых чисел равна квадрату 

суммы этих целых чисел, т. е., 

3 2

1 1

( )
n n

i i

i i

= =

=∑ ∑  

Приблизительные подсчеты 

19. [3] Содержат ли все ваши книги, по крайней мере, миллион страниц? Каково общее ко-

личество страниц всех книг в вашей институтской библиотеке? 

20. [3] Сколько слов содержит эта книга? 

21. [3] Сколько часов составляет один миллион секунд? А сколько дней? Выполните все 

необходимые вычисления в уме. 

22. [3] Сколько городов и поселков в Соединенных Штатах? 

23. [3] Сколько кубических километров воды изливается из устья Миссисипи каждый день? 

Не пользуйтесь никакой справочной информацией. Опишите все предположения, сде-

ланные вами для получения ответа. 

24. [3] В каких единицах измеряется время доступа к жесткому диску, в миллисекундах 

(тысячных долях секунды) или микросекундах (миллионных долях секунды)? Сколько 

времени занимает доступ к слову в оперативной памяти вашего компьютера, больше 

или меньше микросекунды? Сколько инструкций может выполнить центральный про-
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цессор вашего компьютера в течение года, если компьютер постоянно держать вклю-

ченным? 

25. [4] Алгоритм сортировки выполняет сортировку 1 000 элементов за 1 секунду. Сколько 

времени займет сортировка 10 000 элементов, 

• если время исполнения алгоритма прямо пропорционально n2? 

• если время исполнения алгоритма, по грубым оценкам, пропорционально nlogn? 

Проекты по реализации 

26. [5] Реализуйте два эвристических алгоритма решения задачи коммивояжера из разде-

ла 1.1. Какой из них выдает на практике более качественные решения? Можете ли вы 

предложить эвристический алгоритм, работающий лучше любого из них? 

27. [5] Опишите способ проверки достаточности покрытия данным множеством комбина-

ций номеров лотерейных билетов из задачи в разделе 1.6. Напишите программу поиска 

хороших множеств комбинаций номеров билетов. 

Задачи, предлагаемые на собеседовании 

28. [5] Напишите функцию деления целых чисел, которая не использует ни оператор деле-

ния (/), ни оператор умножения (*). Функция должна быть быстродействующей. 

29. [5] У вас есть 25 лошадей. В каждой скачке может участвовать не больше 5 лошадей. 

Требуется определить первую, вторую и третью по скорости лошадь. Найдите мини-

мальное количество скачек, позволяющих решить эту задачу. 

30. [3] Сколько настройщиков пианино во всем мире? 

31. [3] Сколько бензоколонок в Соединенных Штатах? 

32. [3] Сколько весит лед на хоккейном поле? 

33. [3] Сколько километров дорог в Соединенных Штатах? 

34. [3] Сколько раз, в среднем, нужно открыть наугад телефонный справочник Манхэттена, 

чтобы найти определенного человека? 

Задачи по программированию 

Эти задачи доступны на сайтах http://www.programming-challenges.com и 

http://uva.onlinejudge.org. Идентификатор задачи на соответствующем сайте указыва-

ется после названия задачи в форме "число/число". Так как сайты англоязычные, на-

звания задач даются на исходном языке. 

1. The 3n + 1 problem. 110101/100. 

2. The Trip. 110103/10137. 

3. Australian Voting. 110108/10142. 

 

 



  

 

ГЛАВА 2 

Анализ алгоритмов 

 

Алгоритмы являются принципиально важным компонентом информатики, т. к. их изу-

чение не требует использования языка программирования или компьютера. Это озна-

чает необходимость в методах, позволяющих сравнивать эффективность алгоритмов, 

не прибегая к их реализации. Самыми значимыми из этих инструментов являются мо-

дель вычислений RAM и асимптотический анализ сложности наихудших случаев. 

Для оценки производительности алгоритмов применяется асимптотическая нотация. 

Хотя практик может прийти в ужас от самой идеи теоретического анализа алгоритмов, 

этот материал представлен здесь в силу его исключительной ценности при работе 

с алгоритмами. 

Этот способ оценки производительности является наиболее трудным материалом  

в данной книге. Но когда вы поймете основу этих идей на интуитивном уровне, вам 

будет намного легче разобраться в формальной составляющей. 

2.1. Модель вычислений RAM 

Разработка машинно-независимых алгоритмов основывается на гипотетическом ком-

пьютере, называющемся машиной с произвольным доступом к памяти (Random Access 

Machine) или RAM-машиной. Согласно этой модели наш компьютер работает таким 

образом: 

� для исполнения любой простой операции (+, *, –, =, if, call) требуется ровно один 

временной шаг; 

� циклы и подпрограммы не считаются простыми операциями, а состоят из несколь-

ких простых операций. Нет смысла считать подпрограмму сортировки одношаговой 

операцией, т. к. для сортировки 1 000 000 элементов потребуется определенно на-

много больше времени, чем для сортировки десяти элементов. Время исполнения 

цикла или подпрограммы зависит от количества итераций или специфического харак-

тера подпрограммы; 

� каждое обращение к памяти занимает один временной шаг. Кроме этого, наш ком-

пьютер обладает неограниченным объемом оперативной памяти. Кэш и диск в мо-

дели RAM не применяются. 

Время исполнения алгоритма в RAM-модели вычисляется по общему количеству ша-

гов, требуемых алгоритму для решения данного экземпляра задачи. Допуская, что наша 

RAM-машина исполняет определенное количество шагов/операций за секунду, количе-

ство шагов легко перевести в единицы времени. 

Может показаться, что RAM-модель является слишком упрощенным представлением 

работы компьютеров. В конце концов, на большинстве процессоров умножение двух 
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чисел занимает больше времени, чем сложение, что не вписывается в первое предпо-

ложение модели. Второе предположение может быть нарушено удачной оптимизацией 

цикла компилятором или гиперпотоковыми возможностями процессора. Наконец, вре-

мя обращения к данным может значительно разниться в зависимости от расположения 

данных: в кэше, в оперативной памяти или на диске. Таким образом, по сравнению 

с настоящим компьютером, все три основные допущения для RAM-машины неверны. 

Тем не менее, несмотря на эти несоответствия настоящему компьютеру, RAM-модель 

является превосходной моделью для понимания того, как алгоритм будет работать на 

настоящем компьютере. Она обеспечивает хороший компромисс, отражая поведение 

компьютеров и одновременно являясь простой в использовании. Эти характеристики 

делают RAM-модель полезной для практического применения. 

Любая модель полезна лишь в определенных рамках. Возьмем, например, модель пло-

ской Земли. Можно спорить, что это неправильная модель, т. к. еще древние греки зна-

ли, что в действительности Земля круглая. Но модель плоской Земли достаточно точна 

для закладки фундамента дома. Более того, в данном случае с моделью плоской Земли 

настолько удобнее работать, что использование модели сферической Земли1 для этой 

цели даже не приходит в голову. 

Та же самая ситуация наблюдается и в случае с RAM-моделью вычислений — мы соз-

даем, вообще говоря, очень полезную абстракцию. Довольно трудно создать алгоритм, 

для которого RAM-модель выдаст существенно неверные результаты. Устойчивость 

RAM-модели позволяет анализировать алгоритмы машинно-независимым способом. 

ПОДВЕДЕНИЕ ИТОГОВ 

Алгоритмы можно изучать и анализировать, не прибегая к использованию конкретного 

языка программирования или компьютерной платформы. 

2.1.1. Анализ сложности наилучшего, наихудшего  

и среднего случая 

С помощью RAM-модели можно подсчитать количество шагов, требуемых алгоритму 

для исполнения любого экземпляра задачи. Но чтобы получить общее представление  

о том, насколько хорошим или плохим является алгоритм, нам нужно знать, как он ра-

ботает со всеми экземплярами задачи. 

Чтобы понять, что означает наилучший, наихудший и средний случай сложности алго-

ритма (т. е. время его исполнения в соответствующем случае), нужно рассмотреть ис-

полнение алгоритма на всех возможных экземплярах входных данных. В случае задачи 

сортировки множество входных экземпляров состоит из всех возможных компоновок 

ключей n по всем возможным значениям n. Каждый входной экземпляр можно пред-

ставить в виде точки графика (рис. 2.1), где ось х представляет размер входа задачи 

(для сортировки это будет количество элементов, подлежащих сортировке), а ось у — 

количество шагов, требуемых алгоритму для обработки данного входного экземпляра. 

                                                        
1
 В действительности, Земля не совсем сферическая, но модель сферической Земли удобна для ра-

боты с такими понятиями, как широта и долгота. 


