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� 0�� �����9� �
�!�� �� 
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�
� 	
���
���� �������
�
 �����%����

��������� ?
�� 0� =(����
� +@AB C� DE82FG, � 	���������� � �	�� ��
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L�� # �7 7I�-

L�� # $I J6I <.6-

L�� # �:< J�. JI� �J6-

L�� # $7II .:: I.� :�: .JJ-

L� # �-

L� # �:6-

L�� # �6J �..-

L�	 # $�< 7�� J66-

L�
 # �<$< $$7 J<� �66-

L�� # .< J.: �:J 6:< :�: I$<.
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�����
� ����������� �
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��	�����
 	�� n # �< (�
� ���
� ������� ��	
������ ����
 ���� 
�
�
 $�66 
��
��%���� � 	����� ��� ��!�
�
 �������
�
 ������� ������ '(��)
���� ;����

����
�
 �������� L�	 �
!�� ���� ��������
 �� ������
� ����� 	���� 	�
��
�
������9�� ��� ������� � � 	
�������

L������
 
����

 ��
 ����
 L�� ��
��
� 1
��������
 
�
 ����
 : × �6�	
 ���

�
�
 �:66 M_`����� +^�	
����
 ��
 &M_`��
�* 	����������� �
�
� �
�������




7 ������������ Ǳ��!� ��

�������9��
 �
�
��� �� �
� �
!�� ��	
����� ������
 ��	
���4%�� �����
�
�������9�� � �������
 � �����
 $� ::< I:� 666 666�, H���
�������

 
������

 ��

�
��
� �������� L�� ���
 
	�������
 � 	
�
%�4 ��
� ���
����
 
� ���4��4%��
������9�4 ��� �������
�
�� =�����������

 ������� �
����

 �
����
 �
��� �����
��� �	
�
� ���������� Ln � 	
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�������

 �	��������
 ���!� �< · �< d �: ·
< d · · ·d � · J # � · �� d · · ·d �: · . d �< · 7�
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 ��
 �����
∑��

k�� kak �����������5 0����������
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X
��� ���������� �
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)�9��
� ����� �������� ������
 ������ �� ����� �������� 	
��
�
  
��� ���
���
����� ���������� ���
�� <× < ���
 ��
�� � ��!�
� ���
�� � ��!�
� ��
��9�
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 �������� ������� 
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��
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 �� �
� ����� ��
�����
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��
 j���� ����� ������� �� (�� 	�
����� +����
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 � �77� �
�� 
�
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���	 � ����
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�� �����������,� 0� ��	���� �
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�9� �
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 ��!�
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 	���
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 ��
��� ������ ��������
 �������%�� �����
 � �� �
� 	
������
 ��
 ��� �����
������� ������ ����!��� ��
 ��������� Ǳ
(�
�� 
� �
�
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�����4��
� ��
�� ���
�� 
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�
 ��
 ����� 	
���� ������� �� $< ����� ���
��
!�

 �
��
 ���
!�
 ��� ���
��
!�
 ����� ������� ��� n # �6
 n # �. . . . � 
�%�� ������ ��� ��� 
������
������ �����*�

j���� ��� $< 
)�9���� ����� aα
 aβ
 aγ
 aδ
 aε
 aζ
 bα
 bβ
 bγ
 bδ
 bε
 bζ
 cα

cβ
 cγ
 cδ
 cε
 cζ
 dα
 dβ
 dγ
 dδ
 dε
 dζ
 eα
 eβ
 eγ
 eδ
 eε
 eζ
 fα
 fβ
 fγ
 fδ
 fε

fζ
 
��
������� �� � 	
��� � ������ � 0� �������
 ��
 �4�
� ������� �
��
��
�� ��� ������
�� �������
�
 
��
�
1��� �������� ���� � ��
�
�
1��� ����
����� � "�!��� �� (�� �������
�
 ��� 	���	
��������
 �
���!�� ������ ��	���
� ���
�� � ��
��9� - ��� ��
 j���� ����� ��
� ������
����� � �������� �
��
!�
�� �
�)�����9�� ��� {a, b, c, d, e, f}
 �
�
��� 
� ������ �	��
����� ��	�
	�	���
'�������� ������� �
!�� ���� 
�������� � 	��� � ��������� �������
�
 
������
&����
���������� �������* �
���
 � �
� ������
 �
��� �������� �
����
	��
� ����
� �����
 ��
 
�������
 ��
 	��� ���� +���������
 ���������, �� �
��� �����������
�
��� 
��
�
 ���� 	�� ���
!���� �������
�� ��	�����
 ���� 	
�
!��� a # �
 b # �

c # �
 d # �
 α # ♣
 β # ♠
 γ # ♦ � δ # ♥
 �
 ���� � (����������� �������
��

�������
�� � ����
��������
�� ���������

⎛
⎜⎝
d a b c
c b a d
a d c b
b c d a

⎞
⎟⎠ ,

⎛
⎜⎝
γ δ β α
β α γ δ
α β δ γ
δ γ α β

⎞
⎟⎠ �

⎛
⎜⎝
dγ aδ bβ cα
cβ bα aγ dδ
aα dβ cδ bγ
bδ cγ dα aβ

⎞
⎟⎠ . +:,

"
����

 �
!�
 �
�	
���
������ ������ n ���������� ����
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 ���!��� q��) G �
��
�� �� ��
!����� ������ V � ��
!�����
����� E
 �
�
��� 	���������4� �
�
� 	��� �������� ������� /� ����� �������

��
 V � E ����4��� ��
��
��� ��
!�������
 ���� �
���
 ���
 �� ������
 ��
��
/� 	���� u −−− v
 ���� u � v ����4��� ���������
 ������
 ��
 {u, v} ∈ E

� u �−−− v
 ���� u � v ����4��� ���������
 ������
 ��
 {u, v} /∈ E� ^������
� u −−− v ������4��� �
�������
 ��� ���!����
 � G� 0��
 �� ��������� (�
�
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����
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���� ���������)�
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�� ��������� 	����
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 � �� �������� L������
 ��
 ��� 
	������� �����
vsZ����)� *+!,$ +n, l, t, s, ����4��� 	
�
!������� 	
����)��� 
��
��
�
 ���)�
*+!,$ +:7:7, 6, 6, 6,- � (�� �����
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��� ��!���� ���)��� 	
����� n ����4��� ���
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!��
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 ��������� ����4��� V # {�, �, . . . , n}�
;
���

• Kn �����
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n
�
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# �
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��������� �������� 
��
���� 	
����)
� Kn-

• Pn ����� n − � ����� v −−− +vd�, ��� � ≤ v < n
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1	��� ����
�
n−� 
� � �
 n-
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� ��������
���)
�
 �
���
 �
��� n ≥ $ +C� � C� ����4��� ���������)���,�
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 � �
�
�
�
������� ��
���!��� ���������� ���!�c���
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 � �0, 0, 0, 1, 23, 24 
�������� � �5, 0, 23, 24, 20, 45 ��'����
����
����
�����

'���� �� ��������� �
��� 	����������� 
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� ��
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 ��
�� ����
	�������� +��� �	�� .<,�
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�� ������� �������� �
�������
 �� �
������ ���� ��� ������� ���4�

��� � �� !� ���	���
 ���) ���������� 
�����

��� �� ���� �
 ��	�����
 P� �����
���� ������������ ���)
�
 ��� ��� ��� ��
 ������� ���4� ���	��� �
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 � 4��+� ;�����!  ��&'�! -'���.'�
�� � �-�� 2��.���� <����3-.! ��*�����'�! *$������+'�
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 {�}
 {., :}
 {7}
 {I} � {�6, ��}

	
��
���� �����
��� 
�������
����
�
 ���)� 
	���������� 	���� �����
������ ���
��� ������

=�� ���� ����4��� ��������	����
���
 ���� ��� ���� 	���
� �������� �������
�
� ������
� ��
�
�� ?�� 	
����
�������� ��� +a�, a�, . . . , ak, ���������� �������

+*"(6, ����
� k- ��
 �
!�
 
	�������� � 	
�
%�4 ��� ���
 ��� � ������3

v

a�−→ v�

a�−→ v� · · · vk−�
ak−→ vk. +�:,

^ 	�
��
� 
�������
����
� ���)� �
����
��
 	�
��
 ������� �������- ��	�����

�−−→6−−→J−−→�.−−→J−−→$ 	����������� �
�
� 
� 
� ��� ���)� �� ���� $� 0� 
� +�:,
	����������� �
�
� 
�������
������ 	���
 ���� ������� {v
, v�, . . . , vk} ��������-

� �������� 
�������
������ 9���
�
 ���� ��� ������� ��������
 �� ����4������
vk # v
�

^ 
�������
����
� ���)� 
�������
����
� �����
���� d+u, v, 	����������� �
�
�
� �
�������
 ��� � ���������� �
��
��
��	

�� 	��� 
� u � v
 �
�
�
� ���!�
����
 ����� ����������
 
� 
�� 
� u � v� 0�
 �
!�� 
��������� 
� d+v, u,- �

����������
 �����
������ +�J, 
������� �
���������

"�!��� ���) �
!�� ��������������� ��� 
�������
������ ���)
 	
��
����
����
 u −−− v 	
 ���� (����������
 �

��������4%�� 	��� ���
 u −−→ v � v −−→ u�
0�������
������ ���)
 	
�������� ����� 
����
�
 
������� ����� ��
�������
�� 
��
�
 ���)�- ��	�����
 ���	��� ��!�
� ������� ���)� ����
����� �� 
��%��
���	���4 
�������
����
�
 ���)�
 � ���!� �� � 
��%�� ���	���4� "�
�� �
�


�����
���� 
���4��� ������������

7������
	) +V,E, 	
�
��� ���)�
 � ��� 
�������
 ��
 ��
 ����� E �
��� ����
�������
�.������ 	�� {u, v}- � ���������)� ��������� ���!� ����� v −−− v

	���������4%�� �
�
� 	���� �� ������� � ��� !�
 �

��������4%�� &������	����*
{v, v}� ��	�����


1 2 3 +�<,

	����������� �
�
� ���������) 	
����� $ � < �������
 {�, �}
 {�, �}
 {�, $}
 {�, $}

{$, $} � {$, $}� H��	��� ������ � (�
� 	������ ����� d+�, # d+�, # $ � d+$, # <

	
��
���� ��!��� 	���� ��
��� � ���	��� ������� �����
 ������ �� Ǳ�� �����
��



.6 ������������ Ǳ��!� 7

����� ���������)� ��� 
�������
����
�
 ���)� 	���� v −−− v ����
����� �����

�������	������ v−−→v�

Ǳ�������	��
� ���!�� 
 ��
���
�������) ���!��� '4�
� 
�������
������
���)
 � ������
 �4�
� ���) ��� ���������)
 	
��
���4 
	��������� ��
 �	�
���-

���.
���� A # +auv,
 ���4%�� n ���
� � n ��
��9
� 	�� ������� � 
�������
����
�
�
 ���)� n ������� "�!��� (������ auv (�
� �����9� 
	�������� �
�������

��� 
� u �
 v� ��	�����
 �����9��� ���!�
��� ��� K	�
 P	�
 C	�
 J� � +�<, ����4���
�

����������


K	� #
( N44
NN4
NNN

)
, P	� #

( N4N
NN4
NNN

)
, C	� #

( N4N
NN4
4NN

)
, J� #

( 444
444
444

)
, A #

( .4N
4N.
N./

)
. +�7,

/
%��� �������������� �������������� ��
��� �����9 	
��
���� �
�����
���� ��
��� ������������� ���������� ��� ���)
� 	���� �������� � �����9 ���!�
�
���- � �	�� <: 	����������� 
�
����
 �	������4%�� 	������ �
�

 ��
 �
!��
���� ������
 ����� 	����� 0��
� �� 
��
��� 	����� (�
�
 �������� �

 ��
 ���
�
!���� �����9 � �
������� 
�������
����� ���)
� ����� 	�
���4 �����	����9�4�
?����
���� ������� A
 � �
�
�
� (������ �� 	���������� ���
�� u � ��
��9� v 	


	��������4 �����

+A�,uv #
∑
w∈V

auwawv. +�J,

Ǳ
��
���� auw 1�
�������
 ��� 
� u �
 w
 �� �����
 ��
 auwawv 1�
�������
 
��
 
�
� ���� u −−→ w −−→ v� H���
�������

 +A�,uv �������� 
�%�� �
�������
�

� 
�
� ����
� � 
� u �
 v� W���
����
 (������� Ak ��4� 
�%�� �
�������
 
��
 
�
� ����
� k ��!�� �4���� �	
���
������� 	����� ������ ��� ��� k ≥ 6�
��	�����
 �����9� A � +�7, ����

A #
( . 4 N
4 N .
N . /

)
, A� #

( 5 . .
. 5 O
. O .N

)
, A� #

( 4. M 4.
M 4O /.
4. /. MP

)
- +�I,

����� 
����
�
 ��%������� �� 
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�� �
��� ��	
���
������ ��� �������� 9���� ������� ���
������� ��� ��
����� (��	� 
��
�
 � �
�
 !� ���
������ p�����
������ ����� ���� ������4���
������������ 	
����
 � ��
�
9������ �����1���������� 	
�����

"�!��� ���� ������� ����� ��� ���������� 	
��
 +�,- � �(.*� ���� v1
	���������
 �������4%�� �� ���� �������
 �� �������� �� ��
���

�- ��
��%


�� ;
��� +�,-/v0 ��������� �� ���
�� ����
�
�
 �
�
��� �
��� ��	
���
������
��� ������)���9�� �

��������4%�� ������� ��
���� ��� �
�	������ ���
���
�
�	
�
�
�- ��	�����
 .I ������ ���)� +�7, ���4� ����� ��	
�
��� .�
 &�
 '(
 . . . 

(1� =���
� ���������
� 	
��
 �(.*/v0
 ��%�������
 ��!��� ��� ���
����
�3 
�

��������� �� ���� ����
 	����� � 
��
�����
� �	���� ����
� d�+v,
 � �
�
�
�
������� 	
 
��
�� ���� ��� ��!�
� ����
 �� 
��%�� �� ������� v�

"�!��� ���� ���� ����� ��� ���������� 	
��
 213 � +-42- 	��������� a

�
�
��� ��������� �� ���� ����
 ���������� ��
���

�- ����� 213/a0 ���������
�� ���� �������
 	���������4%�� ��� ���� ���� a- +-42/a0 ��������� �� ����
����
 	���������4%�� �����4%�4 ����
 �������
� ������
� �
�
�
� �������� ��
!� �������
 ��
 � � ���� a�

^������ v � �� 
��%�� ���	���4 6 	������������� �

��������4%�� ���
�
	���� 	����������� �(.*/v0 # � +�����
� ���������,� ^ 	�
����
� ������
 ����

���!��
 �� 
��%�� ���	��� ����� $
 ��������� ����� �
���!�� ��� ���� ���
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� �(.*/v0 # a�
 +-42/a�0 # a�
 +-42/a�0 # a� � +-42/a�0 # �- � (�� ��� ����
�� ������� v ����� � 213/a�0
 213/a�0
 213/a�0�

Ǳ���	
�
!��
 ��	�����
 ��
 ��  
��� ��������� �� 
��%�4 ���	��� ������
�� v � �
 ������ �� � �������
� 	
�� ')-5� j�
 	�
��
�

m����
���� a← �(.*/v0 � d← 6�
Ǳ
�� a �# �
 ������������� d← dd � � a← +-42/a0�
m����
���� ')-5/v0← d�

+$�,

"
��� ���) ��� ���������) ��������������� ��� 
�������
������ ���)
 ���
�	
�����
�� ����
 ��!�
� ��
 ����
 u −−− v (����������
 ���� �����
 u −−→ v
� v−−→u� j�� ���� ������4��� 	������ +iEVF, � ������4� ��� ���� ���
 ���!��

a � a′
 ��� a 	
�������� � �	���� ���
 �� 
��%� �� u
 � a′1� �	���� ���
 �� 
��%� 
�� v� ;
��� 213/a0 # v � 213/a′0 # u� /� ���!� ��	�������

,�2-/a0 # a′ � ,�2-/a′0 # a +$�,

� ���
����� 
 �
�
��� �
�!�� �����
 	��� 
���� 
� 
��
�
 �	���� � ����
���
0����
 
����
 ��� �� ���������  ������ ���
 ��������� 
� ���� �� 	����4 ��
��� ��	
���
���� �������
� 	
�� ,�2- � ��!�
� ���� ����
 	
��
���� ��
� 
�����
����� �
!�
 ������� 
���
� 	�� 	�������
� 	
���
���� �������� ����� �

������� ���
� ���
���� 	������
 �����4%�� 
����
�3 	�� �
������ ��!�
�

����� u −−− v ��
�������
����
�
 ���)� ��� ���������)� �� ��
��� ��������	%

����
�� ���� ��� ��� u−−→v � v−−→u� ��	�����
 ���� ���� ���� 
��
����� �6 ����

�� ����������� .6 	
����
�������� ����
� ��� ��!�
� �
�
� 	���� /� �
!��
���!� 
���	�����
 ��
�� ����� � 	����� 	���
�
 ����� ��� ������ J� ;
���
 ����
���� ���� a �� 
����� � 	����� 	
 ������ α
 ���� 	���
� ���� �� 
����� 	
 ������{

αd �6, ���� αiAk J # 6
α− �6, ���� αiAk J # .

}
# α− �6 d

(
.6 � ++α� .,− �,

)
. +$$,

;��
� ��4� 
���� 	
����� � �
������
��� ������ 
 �
��� 
	���9�� �
��� ���
	
������� ������
�� ���
 	
��
���� 	�� (�
� (�
�
��� � $�< �� �� 
��
� 
	���9��
	������� � �
��
 ��
 	�
������ �������� ���
�� �� ��� ������� �
 �	
�
� +$$,
�� �������� ��	
����������
 &	����
�����* �� 
��
� �������9�� � �����4� ����
������ ���� ���� ���������
 ��	�����
 � �6 �
 �.
 �
 ����� .6
 �6
 J � . � +$$, ��!�

����� �������� �� .J
 �.
 �< � J �

����������
�

^ ���
����� � (�
� ����� �� �������� ������ 	���	
�
!���� 
 ������� 
���
�� ^����
 (�
�
 �� 	����� �
�������� ����� 	�
�������
����� $ � ��

	
�
��
� 
 �
�
 ��
 ���� a ��������� �� ���� ����
 �
 �a d �� 	����������� �
�
�
��������� �� ���� ����
 �����4%�� �� 	����� � 	������ ^ 
�%�� ������

6'./+')-/ad k00 # 6'./+')-/a00d kc, +$.,

���� ������ ��!�
�
 ���� ���� ����� c ����� W���
����
 ���� v 	����������� �
�
�
	��������4 �������
 �
 �v d k� ����� k�� ���
� �������
 �����4%�� �� ���
�

�� �
�
��� ��������� v- )���������� ����� 	����� (�
�
 ���� ����� ����� v 	�4�
���
!���
� �� ������ ���� ������� �������� k�

H���������� 	
�� ���� ���)� g ���4��4� 
�%�� �
�������
 ��� ,/g0 � 
�%��
�
�������
 ������ +/g0- ��������� �� 	����� ���� ������� � 	
����
�������
�
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�	���� ��� ���
� ������ 7-(21.-*/g0- ������)����
� ���)� 1)/g0
 	��������
��4%�� �
�
� ���
�� ��	
�
��� ��	�
/8989:;:;:;0- � ���!� ���
�
��� ������
	
��
 ��
� 
����� ��� ��������� � 
��
�
!����� 	����� 	�� ���������� ���
���������� ���)�
 ��� ��� (��	
��� ���)� �
 ������� )
���� ��� �����
��������
� ������� 	
���
�������� � ��������� ��� ���
�� � ���)���� �
 ��� ����

	������� ��� 
���%����� � (��� 	
��� ���� ���)�
 ��� � ������ 	
��
� 
	������
)
����� vsZ
 	
��
���� � (�
� ����� �� ����� 
	������� 	
��� ��� ���
�����
��� ���
�� � ���)��� � 	
�
%�4 ��
����
�
 
	������ ������������ ����
� ��
�
����
��
 ���������
� ��
���
 � �� �� ���
�
� ��
��� ������� 	�
������

Ǳ������ �	���
�� �	� ������ � ���!��� =�� ���4����9�� ���
����� �����
�����
�
�
 ��
��� ��	
�
��� �� 
 � �
�
���� �� ����� ����� ���
 	
�!�
 �������
	�������� �
�����������
 ��
���� Z � 	
���
��4 	�
9�����
 
�������4%�4 ����
���� ����
�
 ���)� � ��� 9����
 ���� ���) �������� ����
������

*	���
�� ( +Ǳ
���
�	 �������
����,� =�� ������
�
 ���)�
 	�����������
�

� )
����� vsZ
 (�
� ���
���� ���
 �� 
��� ��������������� � .'6'(/v0 ∈ {6, �}
� ��!�
� ������� v
 ���
 ����������� ��������
 ���� �
������
� ���������������
���
��
!�
� L���� .'6'( 	����������� �
�
� �������
� 	
�� � ��!�
� ���� ����
����� =���
� �������
� 	
��
 61+�/v0
 	����������� �
�
� ��������� �� �������
� ��	
�������� ��� 	
����!�� ����� ��� 
�������� ������
 �
���� �
�
�� �%�
�� 	�
������
����� ^�	
�
��������� 	��������� ������� s ��������� �� �������
(�
�
 ������ W��
���� ���!� ��	
������ 	��������� u
 v
 w ��� ������ � a ���
���� Ǳ���	
��������
 ��
 ���� ������ 	���������4� �
�
� v
 d k ��� 6 ≤ k < n�

(�� K>��9������9���] m����
���� .'6'(/v
 d k0 ← −� ��� 6 ≤ k < n� +H����� ���
������� �� 
��������, L���� �����
���� w← v
 d n�

(�� K^�	
����
5] +^ (�
� �
���� ��� ������� ≥ w 
�������
 � �
 !� 
��
�����
� � �
����� ��� 
�������� �������, L�������� ���
�� ���
����� ��	���


���� w # v
� ^ 	�
����
� ������ �����
���� w ← w − � +�����4%��� ����
������� � ��	�������� ���������� �������,�

(�� K0������ w 	�� ��
� 
���
����] ���� .'6'(/w0 ≥ 6
 ��������� � ���� Z��
^ 	�
����
� ������ �����
���� .'6'(/w0← 6
 61+�/w0← � � s← w�

(�� KH��� ⇒ u�] m����
���� u ← s
 s ← 61+�/s0
 a ← �(.*/u0� +/� �����
	�
������ ��� �
����� 
�������
� ������� u�,

(�� KL�������
 � u5] ���� a # �
 	������ � ���� ZJ� ^ 	�
����
� ������ �����
�
���� v ← 213/a0�

(�� K0����
��� v�] ���� .'6'(/v0 < 6
 �����
���� .'6'(/v0 ← � − .'6'(/u0

61+�/v0 ← s � s ← v� ���� !� .'6'(/v0 # .'6'(/u0
 ��������� ���
��
���
����� ���������

(%� K���� 	
 a�] m����
���� a← +-42/a0 � ��������� � ���� Z:�

($� KH��� �� 	���
�5] ���� s �# �
 ��������� � ���� Z.� ^ 	�
����
� ������
��������� � ���� Z��

j�
� ���
���� 	����������� �
�
� ������� 
�%�� 	�
9����� 
� 
�� ���)�
 ����
����
� 	
���
� � �������
 �
�
��4 �� �������
 ������ � ������� 7�.��� ^����
��
 ���
�� �
�������� O+m d n, 	�� ������� m ��� � n ������ +��� �	�� 76,-
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����
�������

 
�  
�
�
 	���	
�
���� � ���	�
��������
�� �����4 �����!���� 
���)
�� Ǳ���� ���
���� ��������� � ������ �������
�
 ���������� ���
����
�
!�
 ��������� ���
���� 9��� ������
� �����
 ��� ����� �
������� ���
��
!�
�
��� ��������������� +��� �	�� 7�,�

Ǳ�
���� ���!��� vVEh�AOk sOEwoZEGF ���4���� �����
���� �
��� ��� �� ��� 
������
� 	
�	�
����� ������9��
 �	
�
��� �
������� ����

������� 
�������
�
������ � ��
�������
������ ���)� ��� ��	
���
����� � (��	�������� � /� �!�
������������� ���)� ����- ������� ��	��� �������� �� ���
�
��� ������
 ��
��
������� ���4%���� �
��
!�
����

• !+/' +�6��, 6, 6, 6, 	����������� �
�
� 
�������
������ ���) � �6�� ���������
� :67: ������� ^������ 	���������4� �����
��� ��
� ��� �
�9�	9��
 �
�
���
Ǳ� /� ?
�!�� + �̀ M� @A|FV, � =� '� ?
�!�� +T� {� @A|FV, ���4���� � ��
� ����������
7�������� +{AhkAh3 {Ah|iEhG
 sOFFh
 �J7I,� =��� 	����������� �
�
� 	�����������
������ ��!�� �����
�����
 ���4%���� � ������ ��	�����
 ��	������ ������
����4��� ��
�	−−→ ���

�	�
 ��
����	�−−→ 
	�
�
 ����−−→ 
���
 �	���	�
���−−→
���	����
 �����	�
�−−→������


 ��
−−→���
����
�

• 8++6+<����<, J6, 6, �, $:<, 6, 6, 6, 	����������� �
�
� ���) � J6 ��������� � �:.
�������� ^������ 	���������4� 	���
��!�� �
����]>?049022;0 +^�� &��"���$���,
^���
�� q4�
 +�2QVAO u[|A,- ����� �
�����4� 	���
��!��
 ���������� �� � �
����
���� � ����
�� ;�	������ ������� ����4��� =��
��� −−− ����	

 .�
�

� −−−
2� ���	���	�

• 80 8++6+<����<, J6, 6, �, $:<, 6, 6, 6, 	����������� �
�
� ����
����� ���) � J6d$:<
��������� � 7�7 �������� ^������ 	���������4� 	���
��!�� � ����� �	
�����
�
�
 �
���� ]>?049022;0- ����� �
�����4� 	���
��!�� � �������
 � �
�
�� 
��
	
����4��� +��	�����
 +�������−−−>$?$@
 ,�	��
−−−A$?A$A,�
• 9("#' :0('$+��J, 6, 6, 6, �, 6, 6, 	����������� �
�
� 	�������� ���) �
 ��I ������

���� � $J� ����
�� ^������ 	���������4� ��J �
�
�
� HtW � "�����
 � ����
!� �	�9������4 ������� 1+= ��� &�
��� � ����
����
���*� ?���� 
	������4�
��� ���������4 �
�	
������� 3���
� (�� �
�
�
�
 
��
�����4 �� � ���
��
� �
��
�� �� 	�
��
���- (�
 
�������
 ��
 u −−− v �
��� � �
���
 �
���
 �
���
��%������� 
���!�
���
 	�
 
��%�� ����� u � v � �� 
 ������4%�� ������4 ���4
�������� ?���� ���4��� ���!� ��!�� 1+= � ����� ���������
 ��!�%��� ��
��	���
� 
�
�
��� ��� ����
	
�
!���� �
�
�
�� ;�	������ ������� ����4���
*��

��: &�−−− 7�������	: B.−−− 1+=- 2�	��
�: '+−−− (����

�	: +C�

• 9("#' (0$"+$<6, �:6, �:, 6, $<6, 6, �:6, 6, ��I:666, 	����������� �
�
� 	��������
���) � $6�7 ��������� � :I<7 �������� 0� 	
����� � 	
�
%�4 
����
��� 
9�)�
�
����
�
 ��
���!���� _52; `-a; '�
����
 �� ^����
 ���4%��
 $<6 ���
� � �:6
��
��9
� 	�������
 �
��
�%�� � 
��������� ���������
���� 	������� �
 �< ��
����
���
�
 
� 6 +������, �
 �: +�����,� Ǳ
�������� � ���������� $6�7 
������� 
�����
�
�
� ���
���
 �������� & 
�
� �����*
 ��QQ�������4��� ����� ��� �
������
 ����
���4� 
�%�4 �����9� ��!�� 	�������� +���� .,�

• 80 (0$"+$<6, �:6, 6, $<6, 6, �:6, J�I�, 6, 	����������� �
�
� ����
����� ���) � $<6d
�:6 # <�6 ��������� � .6 I�$ �������� j�
 ����
� ������ �� ���������4 �������
'�
����
 �� ^����
 �� (�
� ��� �������4%�� ���
�� � ��
��9�
 �� 	����������
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���� �� ;�,��
�� 	���� ���� ���� � 	����*� ���� ,�������� �	����*� ��
��
���������
��� ������ �

�
�
�� ��
���� ���
��� ����� ��� ������� �/J� ��	�����
 ����
 	?;>−−− �??D

	�� 
����� 	���
 �� ������� &������ =!
�
���*�

• !":"#+$�, �$, $, �, 	����������� �
�
� ���) �
�������
 
�����
� 
� ����� ����
��
������ ����� ���)
� vsZ 	���
��� ^����
 ���������� 
�����
� �����
 �����
������ ��� ��� 	�
����
� ���
������
� ��������
 (�
� ��� ���������� &���)�
����������� ?������!���* +&@EiEh[PEh F�wEhkFO |OEwo*, 
��
��� �� ���
�� �����
��������� 	���9�	� � "�!��� �� ��
 +�$�−�$,/� # <67� ������ ����� ���	��� $�-
����
�������

 
� ����� I7 �:� ������ ^������ �

��������4� ������� (����������
�
��� �����9 �× �
 ����4%� �� �������������� 	
 �
���4 �$- ��	����� ����
�
�������� />:9E?:?0−−−/A:FE?:D0� q��)� ?������!��� ��!��
 � 	����4 
������

����� ��
����
 �
���
�
 
� ���� � ���
�
 �������� ��� � ������
� � ���	�����
m ����
�
 ���)� � 
� ���
 � ������� ����� .�

• !":"#+:, $7, ., �,1����
����
 ���������� ���) ���	��� < � :6 <�< ���������
� �:� J.J �������� >���� 
� ��� �6
 ������� �6
 � ��
�� �
�

 (�
� ���) ����
����

• !"#,+: /!"91+�666, :666, 6, 6, 6, 6, 6, 6, 6, s, 	����������� �
�
� ���) � �666 ����
������
 :666 ������� � �� 
���� ��������� ��� ������9�� 	����
�������� ���
��� s� q��) &(�
�49�
������*
 ������� � ���������
�
 �
��
����
 	���� ��
�
�����
�
�
 ���
�� 	����
�������� �
���
� ������ 6 ≤ u, v < �666 � �
�������� �����
u−−− v
 ���� �
���
 �� u # v ��� ���
� ����
 �!� ������� � �������� Ǳ�� s # 6
��� ������� 	�������!�� ��������
�� �
�	
����� 	
����� III
 �� ����4������

��
� ��
���
����
� ������� I6J�

• !"#,+: /!"91+�666, :666, 6, 6, �, 6, 6, 6, 6, 6, 	����������� �
�
� 
�������
������
���) � �666 ������� � :666 ������
 	
�������� � 	
�
%�4 ����
����
� (�
�49���
+^ ������������
��� ��!��� �� ��
 ��� �������� ���!� �����4 !"#,+: /!"91+�666,
:666, 6, 6, 6, 6, 6, 6, 6, 6,�,

• $;8$' $+:, �,−�6, 6, 6, 6, �?, 6, 	����������� �
�
� ���) �
(
��
�

)
# .<� ���������


	
 
��
� ��� ��!�
�
 	���(�������
�
 	
���
!����� ��
!����� {6, �, . . . , �6}� =��
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������� ����4��� ���!����
 ���� �

��������4%�� 	
���
!����� ��	�������4�
%����- ����� 
����
�
 ���) �������� ���������� �
 ���	���4 < � ����� �$J< ������
��
 �
!�
 ������������� ��� 
�
�%���� ���)� Ǳ��������
 vsZ���� �
�
�
�
1
$;8$' $+�, �,−., 6, 6, 6, �?, 6,�
• $;8$' $+:, �,−�6, 6, 6, 6, �?;, 6, ����� �� !� .<� �������
 �
 ��	��� �������

����4��� ���!����
 ���� �

��������4%�� 	
���
!����� ���4� ������ 
�%� 
(�������� =����� ���) ��������� �
 ���	���4 $6 � ����� <I$6 ������

• 9"! $+$6, �6, $6, 6, 	����������� �
�
� �%� 
��� vsZ����) � ������������
� 
��
�
�
�� 0� ����� $:I6 ������
 	
 
��
� ��� ��!�
�
 ��������� $6 �� �� �
���
��� �6 ������� =�� ��������� �����������4��� ��� ���!���
 ���� 
��
 �� �� 
	
�������� 	���� ������� ����� ����
�
- (�
 	�����
 
	�������� $� $77 ������
0�������
������ ���) 9"! $+$6, �6, $6, �, ����
�����
 �
 ��
 $� $77 ��� ��	�������

� �
��� �
�
��� � �
��� ������� ���������� +��	�����
 ?DG9G9GD−−→9G9G9GFGD,�

• $0:9('< +�6, �6, �6, �6, �6, 6, 6, 	����������� �
�
� ���) � �J< ��������� � �$�6
�������� ��
 ��������� ����4��� 9��
��������� ������� x� d x� d x� d x� # �6

��� xi ≥ 6
 � �����
 &�
�	
��9�� �6 �� ������ ��
���9�������� �����*- � �
!�

���!� ������������� ��� ����9����������� �

������� �
��� ������ �����(����
?����
 ����� ��� D$?$A$>−−−D$;$A$D
 �
�����4� �
�	
��9��
 �
�
��� ����������

������ 
��� � ����
��

• 8+"!,+J, J, 6, 6, :, 6, 6, � 8+"!,+J, J, 6, 6,−�, 6, 6, 	���������4� �
�
� ���)� � <.
���������
 �<J ��� �J6 ����� �
�
�� �

��������4�  
��� �
�� ��� ��
�� � �� �
���� �

�������
� �
�������
 ����� 	�����
� �
!�
 ����
 	
������
 �������� 	��������
�������
�
� ���)
� vsZ� ��	�����
 �� ���� : 	
������ ��� 	�
��� �������� 8+"!,

� $0:9('< - ����
���
 �����
���� 	������ 8+"!, 	
����4��� � �	�� 7:�

�"��#$P, M, N, N, 5, N, N(
$���1 ���+ �� ��)�� ��2-���- P� M(

$%&'��($4N, O, :, P, N, N, N(
$�)�0����+ %���&��*��+ ��9�%��(

���� 	� 6'���<* !=>?���,�
8 �
�����*) � ��������*�� �������

*	����� ���!��� /� ���!� �
!�� 	
������ �
��� ���)� � 	
�
%�4 
	����
9�� ��� �!� ���4%������ ��	�����
 ���� G # +V,E,1���
�
��� ���)
 �
 ��

�����
�
�� G # +V,E, 	
��������
 ���� 	
�
!���

u−−−v � G ⇐⇒ u �# v � u �−−−v � G� +$:,

;���� 
����
�
 �� ����� ����
����� �������
 � ��
�
�
�� 0������� ��������
 ��


G # G � ��
 Kn �� ����� ������ H

��������4%�� �����9� ���!�
��� A � A
��
�����
��4� ���
��4

AdA # J − I - +$<,
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����� J1�����9�
 ��� (������� �
�
�
� �������� �����9���
 � I1�
!����������
�����9�
 ��� ��
 J � J − I ����4��� �

����������
 �����9��� ���!�
��� ��� Jn

� Kn
 �
��� G ����� 	
���
� n�
"�
�� �
�

 ��!��� ���) G # +V,E, 	���
��� � 
���

��� �
	)� L+G,
 ����

���� �
�
�
�
 ����4��� ������� E- ��� ����� ���)� G ���!�� � L+G,
 ���� 
��
���4� 
�%�4 �������� ;���� 
����
�
 ��	�����
 �������� ���) L+Kn, �����

(
n
�

)
������ � �������� ���������� ���)
� ���	��� �n−. 	�� n ≥ � +��� �	�� J�,� q��)
���������� k%
���

�%
	��
	���	����
 ���� ��
 �������� ���) �������� k��������
���������

=�� ��� ����� ���)
� G # +U,E, � H # +V, F , � ��=���
�
��� +;#0+#,
G∪H �������� ���) +U ∪V,E∪F ,
 	
�������� 	���� 
���������� ������ � ������
��	�����
 	���	
�
!��
 ��
 G �H 	���������4� �
�
� ���)�  
�
� ����� � ��
��
� �� ���� - �
��� G∪H �������� ���)
�  
�
� )���� � ��
 
)�9�����
� vsZ����
����� ���

/;#0+# +8+"!, +J, J, 6, 6,−�, 6, 6,, 8+"!, +J, J, 6, 6,−�, 6, 6,, 6, 6,. +$7,

^ �����
� ������
 �
��� ��
!����� ������ U � V ��	�������4%����
 
������
����� G∪H �� ������� �
����
����
� ������)���9�� ������ ��� ������
� �
����
��9��- �� 	
������ ��������� G∪H 
 	�
��
 ��
���!�� ��������� G
 � 	
��� ���
��������� H � j�
� ������� ������ ���������� �
	���
��
������ +P[�VEwAG2V2Ah,
��� �
���- �����- G � H
 � �� ����� 
�
������� �� ��� G⊕H � ��	�����
 ����

�������
 ��


Km ⊕Kn
∼# Km,n +$J,

� ��
 ��!��� ���) �������� 	���
� ����
� ��
� ������ �
�	
����
��
m�������� +$J, �������� ������� ������� 
�%�� )
�����

Kn� ⊕Kn� ⊕ · · · ⊕Knk
∼# Kn�,n�,...,nk , +$I,

�
�
��� �	��������� ��� 	
��� k��
���� ���)
� 	�� k ≥ �� �
 +$I, �� ���
�
���� 	�� k # � ����� 	
�
��
�
 )����3 ����������� 
�
�������� ��
��� ���)
�
	�
���
������~ =�����������

 Km,n 
������� 	
���� ����
����� ���)
 �
 Kn


� 
������� 	
���� 
��
�
����� ���)� ;�
������
 ���
��4%�� � 
������ ��
���
���)
�
 �����
����� 
����
� � ����4��� ������������� !��� � (�
� ��
������
� �� 
���������

�%� 
���� ��!��� �	
�
�
� �
�����9�� ��� ��	�������4%� �� ���)
� G
� H �������� 
����
����� � �����
�
�� +>+0#, G−−−H 
 �
�
�
� �
��
�� �� G ⊕H
������ �
 ����� ������� u−−−v ��� u ∈ U � v ∈ V � KH�� W� W� L��
�
 _.>' <R542-:
�� +�I.I,
 �<$\�JJ
 §_�$�] W ���� G � H ����4��� ��	�������4%����� �
��
��%


��	

��� �
	)	��
 �
 � �
��
��
��	

�� �����
�
�� G −−→ H ����
����

 �

�
������� � G⊕H �
���
 ���� u−−→v
 ���%�� 
� U � V �

Ǳ����� ����� ��� �����9 A � B 	
�������� 	���� 	
��%���� B 	
 ����
����
��!� � 	����� A3

A⊕B #

(
A O
O B

)
, +.6,

��� ��!�
� O � ����
� 	������ 	����������� �
�
� �����9�
 �
��
�%�4 �� 
��� 
�����
 � �
�������
� ���
� � ��
��9
�
 ��
� 
���� ��� �
������
�
 ������������
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����4%���� �����9�� ���� 
�
�������� G⊕H ��� 	���
� ����� ���)
� ����

��	
�����
 ��� ��� �����9� ���!�
��� ��� G ⊕ H ���
�
 ����� 	���
� �����
�

��������4%� �����9 ���!�
��� A � B ��� G � H� W���
����
 �����9���
���!�
��� ��� G−−−H
 G−−→H � G←−−H ����4���

A−−−B #

(
A J
J B

)
, A−−→B #

(
A J
O B

)
, A←−−B #

(
A O
J B

)
+.�,

�

����������

 ��� J1�����9�
 �
��
�%�� �� 
��� �����9
 ��� � +$<,� j��

	���9�� ���
9������� � ������� 
	���9��� �
	
������3

A⊕ +B ⊕ C, # +A⊕B,⊕ C, A−−−+B−−−C, # +A−−−B,−−−C - +.�,

A−−→+B−−→C, # +A−−→B,−−→C, A←−−+B←−−C, # +A←−−B,←−−C - +.$,

A⊕B # A−−−B, A−−−B # A⊕B - +..,

A−−→B # A←−−B, A←−−B # A−−→B - +.:,

+A⊕B, d +A−−−B, # +A−−→B, d +A←−−B,. +.<,

0������� ��������
 ��

 �
�������� +$I, � +.�, � +..,
 �� 	
������

Kn�,n�,...,nk
# Kn�−−−Kn�−−− · · · −−−Knk

+.7,

	�� k ≥ �� "�
�� �
�



Kn # K�−−−K�−−− · · · −−−K� � K	n # K�−−→K�−−→· · ·−−→K� , +.J,

� n �
	���� K�
 ��
 	
��������
 ��
 Kn # K�,�,...,� �������� 	
���� n��
�����
���)
��

Ǳ����� ����� � �
�������� ����
����� ��
!���4
 	
��
���� Km ⊕ Kn #
Km�n � Km−−−Kn # Km�n� /
!�
 ���!� ��
������
���� ���)� � 	
�
%�4
������������
� 
	���9��
 ����
����
� ���
!���4� ��	�����
 
	���9�� ���	
���	

�
�������
�� 
������� ���) G H 	
����� mn �� ���)� G # +U,E, 	
����� m
� ���)� H # +V, F , 	
����� n� ^�������� G H ����4��� �	
���
������ 	���
+u, v,
 ��� u ∈ U � v ∈ V - ������� ����4��� +u, v,−−−+u′, v,
 �
��� u−−−u′ �� 
�����
� G
 ������ � +u, v,−−−+u, v′,
 �
��� v−−−v′ �� 
����� � H� =������ ��
����
 G H

��������� 	���� ������ ��!�
� ������� G �
	��� H � ������ ��!�
�
 ����� G
������� ��!�� �

��������4%��� ��������� �����!�%� �
	��3

# . +.I,

"�� 
����

 	�
������� ������� ������ (�
�
 
�%��
 	
���
���� 
������4���

�
�
 ��!���� �� 	�������� "
��� � G
 � H ����4��� 	����� ��� 9������
 ��
	
������ &���)� � ����
���*
 � �����
 m × n�
������ Pm Pn
 m × n�����
�
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Pm Cn � m× n���
 Cm Cn
 	
�������� ��!� ��� m # $ � n # .3

P� P�
$Q� /���9�%��(

P� C�

$Q � /�=
�
���(

C� C�

$Q� /�%��(

+:6,

}����� ����� �����!���4%� �������� 	��� 
	��������� 	�
��������� ����
)
� ���!� 
������4��� 	
�������� ^ ��!�
� ������ ��������� 	�
���������
���)
� ����4��� �	
���
������ 	��� +u, v,�

• Ǳ
���� �
�������
�� G ⊗ H 
 �������
� ���!� &�
��4��9���* G � H
 ��� � 
&�����
����
� 	�
���������* +QEVF|AO2QEU wOAk[QV, �
���!�� +u, v,−−− +u′, v′,
 �
���
u−−−u′ ������� � G
 � v−−−v′ ������� � H �

• ����
�� �
�������
�� G×H 
��������� ����� G H � ������� G⊗H �

• ?����
�� �
�������
�� G�H �
���!�� ����
 +u, v,−−−+u′, v′,
 �
��� ���
 u−−−u′
�
���!���� � G
 ���
 v−−−v′ �
���!���� � H
 �
 �� 
��
�������
�

• @�������
	)������� �
�������
�� G ◦H 
 �������
� ���!� �
�	
��9��� G � H

�
���!�� +u, v, −−− +u′, v′,
 �
��� u −−− u′ �
���!���� � G
 � +u, v, −−− +u, v′,
 �
���
v−−−v′ �
���!���� � H �

^�� 	��� (�� 
	���9�� ������������ 
����
� ���	�
������4��� �� 	�
���������
k ≥ � ���)
� G� # +V�, E�,
 . . . 
 Gk # +Vk, Ek,
 ������� �
�
�� 	���������4�
�
�
� �	
���
������ k��
���!� +v�, . . . , vk,
 �����
 ��
 vj ∈ Vj ��� � ≤ j ≤ k�
��	�����
 �
��� k # $
 ������
�� 	�
��������� G� +G� G�, � +G� G�, G�
��
�
�)��
 ���� ������������� �
������� ������� +v�, +v�, v�,, � ++v�, v�,, v�, ���

�����
��� � +v�, v�, v�,� H���
�������

 �
!�
 ��	������� ������
�
 	�
���������
��� ��
�
�
 ��� G� G� G�� ����
��� ��!��� 	�����
� ������
�� 	�
���������
� k �
��
!������� �������� k������� ���


P� P� · · · P� - +:�,

�k ��
 ������ +v�, . . . , vk, ����4��� ���!����
 �
��� �����
���� �(������ ��!��
���� ����
 ��

^ 
�%�� ������ 	���	
�
!��
 ��
 v # +v�, . . . , vk, � v
′ # +v′�, . . . , v

′
k, ����4��� k�

�
���!��� ������
 ��� vj−−−v′j � Gj ��� �
��
 a �� ������
� j
 � vj # v′j � �
��
���
��� b �� ������
�� ;
��� �����3

• v−−−v′ � G� · · · Gk �
��� � �
���
 �
���
 �
��� a # � � b # k − �-

• v−−−v′ � G� ⊗ · · · ⊗Gk �
��� � �
���
 �
���
 �
��� a # k � b # 6-

• v−−−v′ � G�×· · ·×Gk �
��� � �
���
 �
���
 �
��� ad b # k � a > 6-

• v−−−v′ � G� � · · ·�Gk �
��� � �
���
 �
���
 �
��� a ������
�

'�����
���)�����
� 	�
��������� ����
���
 
���������
 	
��
���� 
�
 �� �
����
������
- � G� ◦ · · · ◦ Gk �� ����� v −−− v′ ��� v �# v′ �
��� � �
���
 �
���
 �
���
vj−−−v′j 
 ��� j1����������� ������
 ���
�
 ��
 vj �# v′j �

^ �	�� I�\�6� �������4��� ���
�
��� )�������������� ��
����� 	�
���������
���)
�� H�� ���!� ����� )�
��
� ������ ^���)���� >��� � +y2U�O2Fk _iO2Qo,
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� H���� "���!��� +vEhk2 NUE8gEO, +�666,
 � �
�
�
� �
���!���� �����	���4%��
�������� � ��
��4 ���)
�
 ���4��� ���
����� ��� ����
!���� ���)
� �� &	�
��
���* 	
����)��

+���!
,���
� -��	�������	
����
 ���-����� Ǳ
����
�������
��� d�d� . . . dn

��
���9������� 9��� ����� ���������� �
	)������- +/!"910A"(,
 ���� ��%�������
��� ������� 
��� ���) � ��������� {�, �, . . . , n}
 ���
�
 ��
 ������� k �����
���	��� dk� /
!�
 �������
 ��
 d� ≥ d� ≥ · · · ≥ dn� l��

 ��
 � �4�
� ���
� ���)�
d� < n � ��
 ����� m # d� d d� d · · · d dn �4�
� ���)�����
� 	
����
�������
���
������ �����
 	
��
���� 
�� ����� ���
���
�� �
�������� ������ "�
�� �
�

 ����

�������
 ��
 	
����
�������
��� $$�� �� �������� ���)�����
�- ����
�������

 ����
)������� 	
����
�������
��� �
�!�� ��
�����
���� �
	
���������� ���
�����
"����5

Ǳ�
��
� �	
�
� ��������
 �������� �� ������ 	
����
�������
��� d�d� . . . dn

���)�����
�
 � 	
���
��� �

��������4%�� ���) � ������
 ���� 
� ��%�������

��� 
����� ^� q����
� +�� uE8FU, K���
��� ��
 )b���
�"��� &�������F� $� +�I::,

.77\.7I]� /� �������� � 	���
� �����9�
 ���4%�� dk ����� � ���
�� k- (��
������ 	���������4� &��
��*
 � �
�
��� �� ����� 	
��%��� �
����� ������� k
� ���
�%���� ���)�� Ǳ���� cj 1�
�������
 ����� � ��
��9� j- ����� 
����
�

c� ≥ c� ≥ · · · 
 � 	�� � ≤ k ≤ n �� ����� cj ≥ k �
��� � �
���
 �
���
 �
���
dk ≥ j� Ǳ���	
�
!��
 ��	�����
 ��
 n # J � d� . . . d� # :::..$��� ;
��� �� 
����
�����9� ����� ���

2
4
@
5
0
A
7
1

+:�,

� �� ����� c� . . . c� # JJ<:$� >��� q����� �
��
�� � �
�������� ������� n � dn

������ � ���������� ���	������ ^ ����
� ������
 ��	�����
 �� �
����� ���
�����
 J−−−$ � J−−−�
 � �����9� 	�������� �����4%�� ���3

2
4 1
@ 1
5
0
A
7
1 4 @

� +:$,

+/� �� ��	
������ J−−−�
 	
��
���� 	����� ��
�� �
�!�� 	�
�
�!��� 
����
���
���� �����9�- ������ ��!�
�
 ��
��9� �
�!�� ��	
������� ����� ���� �, L����
�� ������������� n ← 7 � �
����� ��� 
������� �����
 7−−− � � 7−−− :� L����
�����	��� 
������ �����4%� ��� �����
 <−−−.
 <−−−$
 <−−−�
 � �����9� ����
�����
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��� ��	
�
���� ��	
�����
�3
2 7
4 A 1
@ A 1
5 A
0 7
A 4 @ 5
7 0 2
1 4 @

� +:.,

/� ����� ������ � 	
���� ���)� � 	
����
�������
���4 ���	���� d� . . . d� # .$$$$-
� (�
� �
���� �� ���!� ����� c� . . . c� # :::�� }������4 	����������� ���
�
��
������
 ��	
����� 
��������� 	����� �����
 	���� ��� ��� 	
��
����� 
����
� �	�� �6$�

*	���
�� . +��
�
	��
 �
	)	 ��� ��
�����

�� �����
�-,� j�
� ���
���� ���
������� d� ≥ · · · ≥ dn ≥ dn�� # 6 �
����� ����� ��!�� ��������� {�, . . . , n} �����

����
�
 ��
 �
��
 dk ����� ������� � ������
� k
 ��� � ≤ k ≤ n
 ����
 �
����


	
����
�������
��� d� . . . dn �������� ���)�����
�� /����� c� . . . cd� ��	
��������
� �������� ��	
�
�������
�
�

.�� Km����
��� c�] ������ � k ← d� � j ← 6� L����
 	
�� k > 6
 ��	
�����
�����4%�� 
	���9��3 �����
���� j ← j d �- 	
�� k > dj��
 �������������
ck ← j � k ← k − �� m�	���
 ��������� ���
�� ���
�����
 ���� j # 6 +��� d
����� ���4,�

.�� KǱ
��� n�] m����
���� n ← c�� m�	���
 ��������� ���
�� ���
�����
 ����
n # 6- ��������� ���
�� ���
����� ��������
 ���� d� ≥ n > 6�

.�� K�����
 9���� 	
 j�] m����
���� i← �
 t← d�
 r ← ct � j ← dn�

.�� Kq�����9�� �
�
�
 ������] m����
���� cj ← cj − � � m ← ct� H
����� ����

n−−−m � �����
���� dm ← dm− �
 ct ← m− �
 j ← j − �� ���� j # 6
 ���������
� ���� u�� ^ 	�
����
� ������ ����m # i
 �����
���� i← rd�
 t← di � r ← ct
+��� �	�� �6.,- 	
��
���� ��� u.�

"
��� ���
���� u ����������� ��	���

 
� ���
�� ���) � ��������4%���
��� �������� �
 ���� 
� ����������� �������

 �
 ��� �� �
!�� ���������
 ��

������ �����������5 "�4���
� )��� 
��
��� �� ��!�
� �
�9�	9��
 �������
�
&��!
����9��*3 ���� d� . . . dn � d′� . . . d

′
n ����4��� ����� ����������� 
��
�
 � �
�


!� ����� +�� �� ���� d� ≥ · · · ≥ dn
 d
′
� ≥ · · · ≥ d′n � d� d · · · d dn # d′� d · · ·d d′n,
 �


�� �
�
���
 ��
 d� . . . dn �	.�
���
��� d′� . . . d
′
n
 ���� d� d · · ·d dk ≥ d′� d · · ·d d′k

��� � ≤ k ≤ n�
/���� 0� c<,- @5<,0/5?.>0,W25<>W d� . . . dn C?,C0><C A4.S-Y0<:56 - d� . . . dn B.(

954-a-4=0> d′� . . . d
′
n� >5 @5<,0/5?.>0,W25<>W d

′
� . . . d

′
n >.:90 C?,C0><C A4.S-Y0<:56'

3��	�	��������5 =
����
��
 �
������ �����!�����
 �
��� d� . . . dn � d′� . . . d
′
n 
��

����4��� �
���
 � ��� ����� 


d′k # dk − Kk# i] d Kk# j ], ��� i < j
 +::,

	
��
���� �4��� 	
����
�������
���
 ��!
���������� d� . . . dn
 �
!�� ���� 	
�
������ ��
��
�����
� �������!
����9���
 ����
����
� 	
������
�� +=������

��!
����9�� ��������������� � �	�� 7�����.\::�,
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>� ���
��� +::, ��������
 ��
 di > d′i ≥ d′i�� ≥ d′j > dj � ;�� ��
 �4�
�
���) � 	
����
�������
���4 ���	���� d� . . . dn �
���!�� ������� v
 ����4
 ��

v −−− i � v �−−− j� m������� ����� v −−− i � �
�������� ����� v −−− j ���� ���)
� 	
����
�������
���4 ���	���� d′� . . . d

′
n
 ��� � ����
���
���

1	�����
� .� 1,A54->B E a.?04U.0><C =<@0U25� 0<,- @5<,0/5?.>0,W25<>W d� . . . dn

C?,C0><C A4.S-Y0<:56'

3��	�	��������5 /
!�
 �������
 ��
 n > �� Ǳ���	
�
!��
 ��
 G1	�
���
�����
���) � ��������� {�, . . . , n} � 	
����
�������
���4 ���	���� d� . . . dn
 � 	���� G′1
	
����)
 	
�
!������ {�, . . . , n−�}- ������� ��
����
 G′ 	
�������� 	���� ������
��� ������� n � dn �����
 �������� � ���� Ǳ
����
�������
��� ���	���� d′� . . . d

′
n−�

���)� G′ 	
�������� �� d� . . . dn−� 	���� ���������� ���
�
�� dn (������
� �� �
� �
����
��
� � � ���
������4%�� 	
������ Ǳ
 
	��������4 	
����
�������
���
d′� . . . d

′
n−� ���)�������� �
��� 	
����
�������
��� ���	���� d

′′
� . . . d

′′
n−�
 	
��������

� 	
�
%�4 ���������
 ������
����
� �� ���� u$ � u.
 �������� ��� ��!
�����
������ ��!�
� ���
� 	
����
�������
���4 d′� . . . d

′
n−�
 	
��
���� ��������� ����

�
����� �
��
!��� dn (������
� �� �� ;���� 
����
�
 �
��� 	
����
�������
���
d′′� . . . d

′′
n−� �������� ���)�����
�� W��
���� u
 �����������4%�� d� . . . dn−� ←

d′′� . . . d
′′
n−�
 �����
 ����� 
����
�
 ��	���� 	
 �����9�� 	
 n�

^���� ���
�� ���
����� u ����
 	�
	
�9�
�����
 �
�������� ����������� 
�����
 �
�
�
� �
!�� ���� 	
����� n�� ^ �	�� �6: 	���������� �
��� �������
���
�
 �
�
��� �� O+n, ���
� ��������
 �������� �� ������ 	
����
�������
���
d� . . . dn ���)�����
�
 �
 ��� ���) 	�� (�
� �� ���
�����

2�� ���!��
� ���� ������� ����� ���� ���)� ��� 
�������
����
�
 ���)�

���%��� �
	
����������� �������
 �� �������� ��
 ����� +#' *+!6,� ��	���
���
 ��!��� ������� *+!,$ +:7:7, 6, 6, 6, ����� ��������� � ��� ����
 �

���������
4%�� 	
	�����
��� �

��������4%��
 	����������
�
 ��
��� "�!��� �������
9("#' (0$" +$<6, �:6, �:, 6, $<6, 6, �:6, 6, ��I:666, ����� ��������4 � ��� ���
��� 	���
����� ��!�� 6 � �:� "�!��� ���� 8+"!, +J, J, 6, 6,−�, 6, 6, ����� ��������4 � ���
�����
 
���!�4%�4 �����
���� 	�����%���� )����� 	
 �
���3 	�����%���� ��
��
�� ���� � ��
� ����� ����� 7� vVEh�AOk sOEwoZEGF ���4���� ����
���
 �������
�
�

�
�
��� �� �	
�������� ����
 	
��
���� 
�� ��	
����4���
 � 	����4 
������
 ���
������9�� ��������� �����
 � �� ���)
� � ��������
� ��������
��

• :0('$+��J, 6, 6, 6, 6, ��7, 6, 	����������� �
�
� ���� �
 ��J ���������
 �

�����
����4%��� ��� !� �
�
��� H�����
� W������
 ��
 � � ���)� 9("#' :0('$
 
	�����
�
������ �
 :0('$
 � 
������ 
� 9("#' :0('$
 	����������� �
�
� 	
���� ���) �

(
���
�

)
�������� "�!�
� ����
 ����� 9���4 �����
 	���������4%�4 �����
���� � ���� 

�
�
�
� ���
�
���� �
�!�� ��� 	��
�
���� 	�� 	
����� � �I.I �
�� �� 
��
�
 �
�
��
� ����
�� ��	�����
 � ���� :0('$ �7�������	
 B.� 
���
�� �� $.I< ���� 
� �&�

 3���
B����
 =6��

• 'A+#+J�, 6, 6, 6, 	����������� �
�
� ���� � J� ������
� � .I6� ������� �� ������
�� 	���������4� 
������ (�
�
���� HtW
 � ����1	
�
�� ����� �� 
��
� 
������
� �����4 � �IJ: �
��
 ���������� � �����
�� �
����
�� ��	�����
 ��������
	
�
�� 
� ����	�� � H��
����� ��	��
�	� ����
 ..
 � (�
 
�������
 ��
 ���������



7 ������������ Ǳ��!� :$

	�
�������
��� ��	������ � (�
� �
�� �����
� 	�
�������
��� .. �����
�� �
��
���
�� H���� 	
�
�
�
 � 
��%� � ��!��4 �������
 ����� ������ �� 
��%� 
	
�
�
�� =��� ������� �
���
 � �
� ������
 ���� 	
�
� �������
�� H	�9�������
������� 	
� ��������� I
�	
 	
������ 	
�
��
 �
�
��� 	���������4� 
�%�4 	
�
�����
��� � 	�
�����- ���
�
��� �� (�� 	
�
�
� 
���9������� � ����� �
 �	
�
�
�
�����
������ 	����������������� (�
�
������� ��	
�������� �
���
��

• /":'$+��6, 6, 6, 6, 6, 6, ��J, 6, 	����������� �
�
� ���� �
 ��6 ��������� � ��7<
������� ^������ (�
�
 ���)� 	���������4� )���
����� �
����� ����������� 
�
����!�� � �����������
�� =��� 	�
 
��� ��!�� �
�������
 ��������� 
���
� ����
� �
 ����� ���
�� �II6 �
��
 � 	
������ �������
 �

��������4%��� �����
������ 
����� ��	�����
 ���� *
����	�−−→.�����	��� ����� �������� �7
 � ����
.�����	���−−→*
����	� ����� �������� �:
 	
��
���� �7 �
���� �II6 �
�� SEOk2hEU
�� H���)
��� 	
������ sAUkFh ZFEOG �� X����� �
 ����
� �73�:�

• !0$A+�<, 	����������� �
�
� ���� �
�������
 ��
�
 ����� ^ ��� $�.6 ������
� 7J7J ���
 
	������4%� �
��
��
��	

�- 	����������- �
	)
 �� �� 
�������
�
������ ���)
 �� �
���!�%�� 
�������
����� 9���
�� ^������ 	���������4�
�
�������� (������� � �
��������� ����������- ���� ��	
�
��� JA8−−→(;!9% 
����
����
 ��
 �������� �
������
�
 (������� JA8 �������� � 
���� ��� (������� (;!9%�
"�!��� (������ ����� �
� ��	� +#&B
 CD
 �CD
 &CE
 ��%���� ��� ������� ��
�,-
��!��� ���� ����� �����
 
	�����4%�4 �������� �����!��� H��� �
���!�� 	
��
��4 �
���� ���
���
� ����
� ��� @_vS
 �	
�
��
� 	
��������� 	�
���� �
����
���
 
	���������� �������9���4 ���������� ������
� �< ��� ��!����

Ǳ
��
� �������
� 
	������ ��� �������
�
� vsZ �
!�
 ����� � ����� ���
��
7�� ����	
�� �����M��� +zF� �AOR3 YSM `OFGG
 �II., ������ � ��������� ���
���� 
���
�����9�
��� 	�
�����
 	
����4%� 
 ��� ���
���� � ������������� ���)���
� ������� ��	�����
 	�
������ F#BBGD! 	
��������
 ��� ����� ���������� 	���
��!�� ����� 	������������� ��
����� Ǳ�
������ E#HG D�!$ ���
���������

��� ���
�
�	�4��� ��	
����� ��
4 ���
��
 �������� ���
�� ����
 	
���
���
�
�� �
������� (������
� !0$A+�<,�

�
-�����!�� q��)� � ���� �
��� ���� 	�
��
 
��
�
!�������
 �
 (�
 �� � �
��
������ �� �
��9 ���
���� /�
!����
 ��!�� �
������
��� ���
����
� ������
�
���
 ��� ���
�� � ����
�
	)	��
 �
�
��� ����4��� �
��� 
�
�%������ 	
 �����
����4 � ���)���
 	
��
���� � ����� �
��� ���� �
�������
��� 	
���
!�������
�������

��	�����
 � ��� �
!�� ���� ���� ������
 ������)�9������ ����������
��������� ���
���� v # a�a�a�
 ������ � ����4 �������
 ������)�9��������
���������� ��������� ���
���� � ��������� ��
��� e # Kb�b�b�]
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 ��� �������3
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K�66] # {66�, 6�6, 6��}- K�6�] # {6�6, �6�, ���}-
K��6] # {66�, ��6, ���}- K���] # {6��, �6�, ��6}. +:<,
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�
�
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� ���
�� ��� ��!�
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��
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��9� ��� ��!�
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 ����� e- �� 	���������� ���
�� v � ��
��9� e (�
�
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����� �������� bve # Kv ∈ e]� /����9� B ���������� �	�
���- �
��%

��
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 � �� �
�
���
 ��
 ������� &v ��9������� e*
 �
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	���������� ��� 9��� ����
� �k � �

��������4%�� ����
���
�
���)��

��	�����
 ��	�����) +:<, �
!�� ���� 
	������� (����������
� �����9�� ���
9����9�� ��� (������������ ����
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 )���9��
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[{j | xj # �} ∈ E ]
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 ������������ ����� H � ��	�����
 ������ )
�����

+x� ⊕ x� ⊕ x�, ∧ +x� ⊕ x� ⊕ x	, ∧ +x� ⊕ x� ⊕ x�,
∧ +x� ⊕ x� ⊕ x	, ∧ +�x� ∨ �x� ∨ �x�,

+<6,

	����������� �
�
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� �	
�
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	������ ��	�����)� +:<, � +:7,�
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 ������������� ��
������ ����

���� �	
�
����
 �
!�� 	
�������� �����
������ �
 (�
 ����4�������
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�
�� �� �������� >�
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 �
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�
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��
� �� 	������������
 �� 	
�
%� �
!�� 	�����
����
��

Ǳ�����
� 
 ��"��
�
����
� ����H # +V,E, �������� ���)
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�
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Ǳ
�����4%�� ��
!����
 U ��
��	��
� +:0#0:"(,
 ���� U \ u �� ��������
	
������� ��� ��� u ∈ U � W���
����
 ���������
� ��
!����
 W �������� �	�%

���	��
�� +:"<0:"(,
 ���� W ∪ w �� �������� ����������� ��� ��� w /∈ W � ^
�

��	�����
 ��� �������� ���������
� 	
������ .I��������
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 ���)� HtW +�7,
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��������4%�� ��� ����������
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� ��
!����
�

�
�
-��*��� ���9
���� ����1%
�

2 QO ���9
�

���)
-��*��� ��2��
)
-�� -��6�)%��

2 44 ���9
�

+<�,

Ǳ
������ ���������� 
	���
���� +:0#0:;:,
 ���� 
�
 ����� ����������
�
��
!��� ������
 � ���������
� ��
!����
 ���������� 
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����� �
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���� ����1%
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